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本 书 自 1979 年 出 版 发 行 以 来 ,历经 30 多 个 春秋 ,一 直 畅 销 不 衰 , 帝 得 
读者 厚爱 。 在 郭 大 钧 教授 的 帮助 和 指导 下 ,对 全 书 我 不 断 地 修订 和 补充 ， 
不 断 地 修正 错误 ,不 断 地 替换 更 为 简洁 的 解法 和 证 明 , 力 求 本 书 一 直 保 持 
其 先进 性 、 完 整 性 和 准确 性 ,以 求 对 读者 的 高 度 责任 感 。 读 者 通过 学 习 该 
书 , 对 掌握 数学 分 析 的 基本 知识 、 基 础 理论 和 基本 技能 的 训练 ,感到 获 益 
匪 浅 ,赞誉 其 为 学 习 数 学 分 析 "不 可 替代 "之 图 书 , 对 此 我 们 倍 感 欣 奈 , 只 
策 我 们 为 读者 作出 更 多 的 奉献 。 

这 次 受 山 东 科 学 技术 出 版 社 的 约请 ,并 得 到 郭 大 钧 教授 的 大 力 支持 ， 
仍 由 我 负责 全 书 第 四 版 的 修订 \ 增 补 和 校 阅 工作 ,以 适应 文化 建设 繁 采 发 
展 的 需要 ,更 加 激发 全 国 广大 读者 的 强烈 求知 欲 。 具 体 主 要 做 了 以 下 几 
方面 的 工作 : 

第 一 ,为 全 书 4462 题 中 的 近 三 成 的 习题 ,根据 题 型 的 不 同 ,在原 题 解 
| 分 别 或 给 出 提示 ,或 给 出 解 题 思路 ,或 给 出 证 明志 路 。 夏 图 局 发 

者 怎样 分 析 该 题 ,怎样 下 手 求解 ;局 发 读者 怎样 总 结 解 题 的 规律 ;局 发 
当 才 人 毕 下 确 人 用 局 关 的 公式 、 概 念 和 理论 ,开拓 视野 ,活跃 思路 ; 帮 
助 读者 逐步 解决 学 习 中 的 困难 ,为 他 们 在 学 习 过 程 中 提供 一 个 良师益友 。 
这 是 本 次 修订 的 主要 工作 。 

第 一 ,根据 当前 的 语言 习惯 ,对 全 书 的 文字 作 了 较 多 的 润色 ,使 其 表 
述 更 加 准确 ,更 加 简洁 凝练 。 

第 三 ,改正 了 第 三 版 中 的 个 别 印刷 错误 ,修正 了 因数 图 像 中 的 个 别 问 
题 和 个 别 习 题 的 答案 。 

第 四 ,根据 国家 相关 标准 ,规范 了 有 关 术 语 和 数学 式 子 的 表达 ;并 对 
全 书 使 用 的 外 国人 名 ,按照 现在 的 标准 或 通用 译 法 重新 翻译 人 名 ,以 求 统 
一 标准 。 

第 五 ,对 全 书 的 版 面 和 开本 重新 进行 了 调整 ,使 其 更 富有 时 代 的 色 
彩 。 

我 们 有 自 切 期 望 使 用 本 书 的 读者 ,懂得 只 有 通过 个 人 的 独立 思考 ,加 上 
勤学 苦 练 才能 取得 成 功 ， 只 看 不 练 假 把 式 ”, 数 学 的 学 习 是 在 个 人 的 独立 
解 题 中 逐步 弄 懂 有 关 的 概念 公式 和 理论 的 ,我 们 编写 本 书 ,就 是 希望 能 


第 四 版 前 言 


对 数学 分 析 课 程 的 学 习 起 到 一 个 抛砖引玉 的 作用 。 读 者 使 用 本 书 最 好 是 
不 要 先 看 题解 ,更 不 要 查抄 解答 和 答案 ,而 是 自己 先 对 照 教材 中 的 有 天 概 
念 、 公 式 和 理论 独立 进行 思考 , 必要 时 可 参照 蔬 中 的 提示 、 解 题 思 路 或 证 
明 思路 独立 完成 解 题 ,然后 再 查看 书 中 是 怎样 解答 的 ,比较 自己 的 解答 和 
书 中 解答 的 异同 ,从 中 找 出 差距 , 找 出 自己 的 问题 所 在 ,甚至 找 出 书 中 解 
答 的 的 错误 和 不 足 之 处 ,进而 找到 更 为 简洁 的 解答 。 只 有 这 样 才能 提高 
自己 的 思维 能 力 和 创造 才能 ,任何 削弱 独立 思考 的 做 法 都 是 违背 我 们 出 
版 本 节 的 初衷 的 。 

山东 科学 技术 出 版 社 颜 秀 锦 \ 宋 德 万 、 胡 新 莹 等 老 一 代 资 深 编辑 为 本 
节 前 三 版 的 出 版 和 发 行 付出 了 艰 玫 努力 ,责任 编辑 宋 涛 为 本 书 第 四 版 怎 
样 提高 质量 倾注 了 不 少 心血 ,在 此 我 们 一 并 表示 感谢 。 同 时 感谢 山东 大 
学 华东 交通 大 学 、 山 东 师 范 大 学 等 兄弟 学 校对 本 书 出 版 的 支持 。 感 谢 社 
会 各 界 同 仁 对 本 书 的 支持 。 虽 然 历 经 30 余年 的 反复 修订 , 面 对 如 此 庞大 
的 图 蔬 ,限于 本 人 水 平 , 书 中 难免 有 错误 和 不 当 之 处 , 敬 请 各 位 专家 \ 同 仁 
和 广大 读者 批评 指正 ,不 胜 感激 ,并 在 新 版 中 改正 。 


费 定 晕 
2012 年 5 月 于 南昌 华东 交通 大 学 


出 版 说 明 
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吉米 多 维 奇 (B. TI，AEMHAOBHY) 著 《数学 分 析 习 题 集 ) 一 书 的 中 
译本 , 自 50 年 代 初 在 我 国 翻 译 出 版 以 来 ,引起 了 全 国 各 大 专 院 校 广大 师 
生 的 巨大 反响 。 凡 从 事 数学 分 析 教 学 的 师 生 , 常 以 试 解 该 习题 集中 的 习 
题 ,作为 检验 掌握 数学 分 析 基 本 知识 和 基本 技能 的 一 项 重要 手段 。 二 十 
多 年 来 ,对 我 国 数学 分 析 的 教学 工作 是 其 为 有 益 的 。 

该 书 四 干 多 道 习 题 , 数 量 多 ,内 容 丰 富 ,由 浅 入 深 ,部 分 题目 难度 大 。 
OD 不 定 积分 , 定 积 分 ,级 数 ,多 
元 函数 微分 学 , 带 参数 的 积分 以 及 多 重 积 分 写 曲 线 积 分 、 曲 面积 分 等 等 ， 
概括 了 数学 分 析 的 全 部 主题 。 ,我 国 广 人 讽 才 ,特别 是 肖 于 划 芷 自 
的 广大 数学 爱好 者 ,在 为 四 个 现代 化 而 勤奋 学 习 的 热潮 中 ,迫切 需要 对 一 
些 疑 难 习 题 有 一 个 较 明 确 的 回答 。 有 鉴于 此 ,我 们 特约 作者 ,将 全 书 4462 
题 的 所 有 人 解答 汇 辑 成 书 , 共 分 六 册 出 版 。 本 书 可 以 作为 高 等 院 校 的 教学 
参考 用 书 ,同时 也 可 作为 广大 读者 在 自学 微 积分 过 程 中 的 参考 用 书 。 

众所周知 , 原 习 题 集 , 题 多 难度 大 ,其 中 不 少 习 题 如 果 认 真 习 作 的 话 ， 
既 可 以 深刻 地 巩固 我 们 所 学 到 的 基本 概念 ,又 可 以 有 效 地 提高 我 们 的 运 
算 能 力 ,特别 是 有 些 难题 还 可 以 迫使 我 们 学 会 综合 分 析 的 思维 方法 。 正 
由 于 这 样 ,我 们 息 切 期 望 初学 数学 分 析 的 青年 读者 ,一 定 要 刻苦 钻研 , 干 
万 不 要 轻易 查抄 本 书 的 解答 ,因为 任何 削弱 独立 思索 的 作法 ,都 是 违背 我 
们 出 版 此 书 的 本 意 。 何 况 所 作 解 答 并 非 一 定 标准 , 仅 作 参考 而 已 。 如 有 
某 些 误解 差错 也 在 所 难免 ,一 经 发 觉 ,已 请 指正 ,不 胜 感谢 。 

本 书 蒙 活 承 润 教 授 对 部 分 难题 进行 了 审 校 。 特 请 郭 大 钧 教授 、 邵 品 
琼 教授 对 全 书 作 了 重要 仔细 的 审 校 。 其 中 相当 数量 的 难度 大 的 题 , 都 是 
郭 大 钧 、 邵 品 琼 条 自作 的 解答 。 

参加 本 册 审 校 工作 的 还 有 张 效 先 \ 徐 沅 同志 。 

参加 编 演 工作 的 还 有 黄 春 朝 同志 。 

本 书 在 编审 过 程 中 ,还 得 到 山东 大 学 、 山 东 工 学 院 、 山 东 师 范 学 院 和 
曲 音 师范 学 院 的 领导 和 同志 们 的 大 力 支 持 , 特 在 此 一 并 致谢 。 
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第 三 章 不 定 积 分 


8$ 1. 最 简单 的 不 定 积分 
1” 不 定 积分 的 概念 ”车 函数 f(x) 在 区 间 (a,5) 内 有 定义 且 连 续 ,F(zx) 是 它 的 原 函 数 , 邑 当 a 二 zx<b 时 
F(z)= f(z), 则 


| f(x)dzr=F(x)+C, a<zx<b, 


式 中 C 为 任意 常数 . 


则 


则 


则 得 


2” 不 定 积分 的 基本 性 质 ， 

(1) a[| Hz)dz |=Cz)dzi 

(3) | Areadz=4| rapdz (A 为 常数 ,4 天 0)， 
3° 遇 简 积分 表 。 


1. [zdr=+C Cn#—D; 
了 | dr _ ee 
1 十 于 一 arccotz 十 C; 


atcsinZ 十 C， 


"| 
| 1 一 工 一 arccosz 十 C; 


W. | ar- 多 +C (ao>>0,a 尖 1); | ea=e+c; 


下 ， | sszaz=sinz+c 
XI | 县 -=-anz+c: 
cosix 
双开 . | szaz=shz+ci 
XV | 昔 一 thz 十 C 
。 chiz wy » 


4” 积 分 的 基本 方法 
(1) 引入 新 交 量 法 车 


(2) | dg(z) = $7) + Cs 


(4) | [f(x)+g(x) 1dzr= | flz)dz 二 | gl) dx. 


I. [SE=In|z|+C (Cz#0); 
dr _1 ] 十 z 

N. | 5 二 := 到 ml|j | +c; 

Ein|zt+ VFFT|+C: 

wz 十 1 

亩 . | sinzdz=—cosz+C; 

x.| dr 二 一 cotzr 十 C; 
sin’ x 


XH. | shzdz 一 chz 十 C; 


XR . 生 一 一 cothz 十 C; 


| raz= Fr+c， 


| rod=Fco+c， 式 中 u 一 p(x) 是 连续 可 微 函 数 . 


(2) 分 项 积分 法 车 


fx) = f(x) f(r), 


| rpaz= | Acpaz+ | mcpdz 


(3) 代入 法 车 F(z) 连 续 , 令 ”z=g(2)， 


式 中 2(D 及 其 导数 g (0 皆 连 续 ， 


| f(z)dz= | flp C2) 1y C0 de. 


(4) 分 部 积分 法 若 w 和 wz 为 x 的 可 微 函数 , 则 | av=w- {var 


利用 最 简 积分 表 , 求 下 列 积 分 *， 

【1628】 | 一"dz 

解 | (3-1dz= | (27—27z7 +9zt xi)dr=27z 一 9z! 十 守 一方 zx' 十 C. 
【1629】 | = 一 mdz 


55。 


解 | =- Ddz= | (6252 — —500z: 十 150z! 一 20#5 十 x )dz 一 2x 一 125x 十 30x5 一 音 z 十 地 z 7 十 C 


【16301 | -Da-2zG 一 3zdz 


解 |a 1) (1—2x) (1— 3x)dx Ja 6z+11z7 一 6x')dz 一 x 一 3 民 十 寻 碟 一 子 zx' 十 C， 


[1630 (=e) dz | 
解 1 | (去 -过 +1)dz= 一 二 一 2n|z| 十 z+C， 


妆 


[1632] | (# 全 十 气 十 乞 5 )dz. 


2 3 
解 |( + 妇 十 入 jdzaln|z| 二 Ftc. 


[1633] | 到 


解 | 寺 ' =| Cz + 本)dz 一 二 十 2VE 十 C 
3 
[1634] | e+l Vx tl 
Vr 


9 3/ 一 3 
| | (xz 寺 一 2x 喜 十 二 -去 )dz= 冯 xz 妈 一 各 W/E + 人 Ya +C. 
并 


[1635] | de 
TY 


— 3 
| | tt zdz= 冯 (1+ > xz 一 zr 十 
【1636】 |( 1 一 十 ) VrYT dx. 
提示 注意 (1 一 评 )Vzvz 一 XT zx- 


1634 题 ,1635 题 ,1637 题 及 1638 题 均 可 仿 本 题 , 将 被 积 函 数 化 成 若干 个 团 隐 数 的 代数 和 ,然后 再 利用 
分 项 积分 法 . 


解 |( 1 一 坪 )Vzv d= | 一) 
【1637]】 | EE) 


4(z’+7) 
一 一 一 一 十 C. 
7 于 


op 
:4 
B 
I 
-| 
9 
本 到 
十 
心 
B 
| 
al 
十 


* 本 章 在 叙述 习题 及 其 解答 过 程 中 , 凡 出 现 的 函数 ,无 论 是 被 积 函 数 还 是 原 函 数 , 均 默认 是 在 有 意义 的 定义 域 上 进行 
的 , 例如 ,最 简 积分 表 工 中 当 n< 一 2 时 ,要 求 z 关 0; 村 中 要 求 |z| 关 1;V 中 要 求 |z|<1; 以 及 如 中 , 当 取 负 号 时 要 求 
1z1 之 1 等 等 ,就 未 加 声明 . 在 题解 中 也 有 相当 多 的 类 似 情况 . 因此 ,如 无 特别 声明 ,在 一 般 情 况 下 ,这 些 定义 域 是 很 
容易 被 读者 确定 的 ,此 处 就 不 再 予以 一 一 指明 . 

《题解 ) 作 者 注 


解 | C=) dz- 「 ce- 2 YT tr ) dr V+ +. 


Vr+xr ‘二 2 
[1638] | 


1 
VX 二 x 十 2 Ti =| ll dz 一 In|z| lic 
解 | x dz | ri ™ (= 云 ) 4 “ 
2 
【1639】 | 
1 二 zx? 


A 1 
解 | = | (1 一 二 Fi)dz 一 z 一 arcetanz 十 C 


2 
[1640] | dz 


2 1 1 1 十 并 

解 | zdz= | ( i)dr=—z+ain| 和 = z|+c. 
[1641] Ed 
解 [#4 = | 0+5 1 ) d=z+2In 于}|+c. 

去 一 

Vitz tM 

[1642] | a 

Viz EE 1 1 

解 “ | 盖世 一 一 世 入 dz= | ( 让 志士 7 二 ) 民 一 arcsinz+ln(z+ VITR)+C. 
2 
【1643】 Je V 工 一 1 
AT 一 工 
FFT /RT 1 
解 | 交 > +dz= | ( din| st Yl|+c. 
Vr—l1 zx—1 Z 十 1 ZX 十 v 和 
[1644] | e+sozdz 
a zosprio dd 4 ,1,。.6 ,9 
解 |e 十 3z)2dz [a +2 .6 十 9")dr 一 后 十 2 .让 十 地 十 C. 
.Ril 

[1645] | 天 二天 ax 

2 本 | 1 TI __2 1 4 1 1 I 
解 | dz= | [2(3 - 言 ( 去 ) Jax ms(5) +ama(3) 十 C 
【1646】 [ea 十 1dz 


解 | (er —er tdr = etrtC. 
£1647] | tsinztcosz)dz. 
解 | (1 十 sinzx 十 cosxX)dx 二 Xx 一 cosx 十 sinz 十 C. 


【1648】 | V1l— sin2zxdzx. 
提示 。 注意 V1 一 sin2x 二 wW(cosz 一 sinz) 二 [sgn(cosx—sinz)](cosz— sinz). 
解 | w1 一 sin2z dz 一 | V (cosr— sinr)’ dz 一 | [sgn(cosz 一 sinz)](cosz 一 sinz)dz 


一 (sinz 十 cosz)sgn(cosZz 一 Sinz) 十 C. 


【1649】 | cot? zxdz: 

提示 注意 cottz 一 csczz 一 1. 

解 | cotz zdz 一 | (csc?x—1)dzxt=—cotr—z++C. 
[1650] | tan2 工 dz。 

解 | amzdz= | 《secz2z 一 1])dz 一 tanz 一 并 十 C. 
【1651]】 | (ashz 十 bchzydz。 


解 | (ashz 十 bchz)dz 一 achz 十 pshz 十 C. 


【1652] | th? zdx. 


提示 注意 thix=1 一 小. 
ch2 工 


1 
2 一 一 一 一 -- -一 
解 fm zxd7x | (1 Ei) Z 一 thz 十 C. 


[1653] | coth? xdx. 


提示 “注意 cothzz 一 1 十 < 二. 


I 


解 | corh? zdz | Q+a) d=x—cothrtC. 


【16S4】 证 明 :车 | f(x)dz=F(z)+C, 则 | f(artbydz 一 二 F(art+6)+C (a0). 
提示 ”由 不 定 积分 的 定义 ,命题 即 获 证 . 
证 由 | reopdz=Fco+c 得 知 忆 (zxz)=Fz). 因 而 有 RF(az 十 及 一 Faz 十 六 , 且 


dr1l 
FE [ircartb |=F (azb), 


于 是 ， FE [Fcartb |=f(artb), 
所 以 ， | f(aztidr= LPF(artb)+C. 
求 下 列 积分 : 
【1655】 学 


d 
解 | 畦 =mlz+al+c 
【1656] | (2z—3) dz. 


io ll， 2 1 2)l 
解 | ez 3)1dz 2 11 ‘<* 3 半 十 C 352 3) 十 C. 


【1657】 | Vi—3zxdx. 


解 | YI=37dr 一 一 计 。 二 (1 一 3z) 寺 十 C 一 一 二 (1 一 3z) 十 C. 


【1658】 | 
oT 


解 | x 一 一 于 -2(2 一 5z) 寺 十 C 一 一 二 V3 57+C. 
VZ 一 5 


1659 | 去 王 和 
【 】 了 
并 1 加 2 
”dz lr 2) +C=——— 
解 | 5 3 ) 15(5z 一 2) 生 
【1660]+ ， | | 


解 0 十 C. 
【1661】 | ez. 
dz 1 V2 
一 一 t ~ 十 C. 
解 | a | A Ve an(z 2 ) 


2 一 3z2“ 


1 十 /本 工 
dr 1 dz -1 ., /2 .nl 一 人 2 | +c =- 了 2 十 zy3 十 C. 
解 | 基肥 = 云 j 加 3 2 3 aIn [3 V2—zxy3 
2 


一 3 区 ~ 


解 | | ‘V2mnlz 至 + 可 | + 


2 
1 
= 去 In| zyY3+ Var 2|+C. 
V3 
[1665] | (e +e 2z)dz， 
解 | (e "十 e 3)dz 一 一 (er 十 了 ec- ) 十 C 
2 . 
【1666】 | Csinsz—sinsa) dz. 


解 《sin5z 一 sin5a)dz 一 一 1 Gos5z— zsin5a C， 
5 


【1667 了 一 -一 一 一 一 
| sin? 可 2xz 十 亚 tA) 


dr 


解 5 
sin? (zz 十 至) 


一 喜 cot(2z 二 亚 ) 二 C 


* 题 号 右上 角 带 “十 ”号 表示 题解 答案 与 原 习 题 集中 译本 所 附 答案 不 一 致 ,以 后 不 再 说 明 . 中 译本 基本 是 按 俄 文 第 二 
版 翻译 的 . 俄 文 第 二 版 中 有 一 些 错 误 已 在 俄 文 第 三 版 中 改正 . 


dz 
【1668] | 
二 -一 tan 地 十 C. 
并 2 


1 d 
解 [PR- | 2 
cos 


L1669] | cosx. 
-fd ot 
解 | 2 cot stc. 
x 
[1670) | 主 生 
-一 1 
然 
提示 注意 TH 一 元 ;并 利用 1668 题 的 结果 . 
i 
一 工 _ 之 
解 [=| 和 tan( 4 2 )+c. 
TCD 


1671] | [shcaz+1D+ehGz 一 D]dz 


解 | [sh(2z 十 1) 十 ch(2z 一 1)]dz 一 于 [ch(2z 十 1) 十 sh(2z 一 1)] 十 C. 


dz 


ch2 序 


【1672】 


一 2th 子 +C. 


解 二 一 2coth 三 十 C. 
sh: 部 2 


用 适当 地 变换 被 积 函 数 的 方法 求 下 列 积分 : 


dz 
【1674】 | — 
V1—2x’ 


解 [ 上 -| 于-=- Vicz+c 
Vi—x 2 Vix . 

【1675】 [= V1+x dz. 

提示 注意 也 VITE dz= te tdltz). 


解 [= IT dz= 言 | Qt)= 二 (I+ 十 C. 


二 dz 


zdz 1 rd(3—27) -1 22 
解 [Es 在 3 Ain|3- 2 |+C. 


zdzx 
【16773 | a 向 2 2 


解 | Zdzr d(l 二 x) 
(1 


十 z2)2 (] 十 zz)2 2(1 十 z2) 


2 2 
解 | xdx -去 | d(x ) = arctan +C. 


4 二 x 2 二 (xz): 4 


+C. 


3 dz 1 d(x') 1 Eo | 
= 二 | 一 开 -” -= 一 十 C， 
解 ess ee i 3 
dz 
1680 一 空 ”. 
[1680] | 去 
_ d(Vz) 
人 站 注意 一 =-2?。 dcwz) 
提示 注意 /ET 二 1+ Vz)? 
d(Vz) 
— 2 | YL 2arctanVrt+C. 
| 二 IF/EY 
L1681] | sin 士 . 宅 . 
va I 
dz . 1 
解 | 二 . 芭 = 一 | sa 二 d( 二 )=cos 二 +C 
dz 
[1682] | 一 < 一， 
|- vr 二 1 
1 
d(TaT) 
一 一 一 Pm 
提示 注意 关于- 一 一- 2 pa 
x I 
z|z|1A/1 二 去 1+ (TzT) 


解 | 一生 一 - dz 
2 
vr WW 净 十 1 | | 1 十 工 
-|1I+VETI1 +c 
人 
dz 
【1683】 | 一 三 一. 
rr Vzz 一 1 


提示 仿 1682 题 的 解法 . 


解 | 一 二- 和 
工 | 1 一 二 

[1684] | 十 第 序 

提示 注意 一 4 一 一 sEnzdz 一 一 


(zz 十 1) 生 (1+ 圳 ) 


| dx =| sgnzdz 
3 
(zx? 十 1) 主 = ( 1 于 


-去 
=(1+ 云 ) senrtC— i+ 
【1685] | 二 
(x:—1)z 
| 一 竺 -= 诗 |-D adr-D=~ +C. 
(zz 一 1 二 2 到 一 1 
?dx 
【1686】 | 一 二 
(8 十 27) 池 
er 
(8zx; 十 27) 了 3 24 
1687 | 一半 一 
[ 】 - 
提示 “分别 就 z 盖 0 及 Xx 二 一 1 时 求解 ,然后 将 这 两 个 结果 合并 ,其 结果 为 


dz 
-一 一 -一 一 2 ln(CwW 十 V11I 二 zl ) 十 C. 
| 0 
解 由 xz1 十 z)>0 知 : x 之 0 或 xz 二 一 1 当 z>0 时 ， 


dz d(Vz) 
一 2 二 2ln(Vz 十 V1I 十 ) 十 C; 
| VZ(1 十 并 ) Ce 


加 工 d( 一 (1 十 z)) __d(V-OUT2) 

当 rz<< 一 1 
Vr(Itz) V(—z)(—(I 和 二 z)) V1l+(V—(ITz))’ 
一 一 21n(v 一 zx 十 一 (1 十 xz) ) 十 C. 

。 dz 
总 之 ,得 | -二 生生 ?senzn(VT2T+VTIT5 )+C. 

【31688 

] | 二 = 


解 由 x(1 一 zx) 之 0 知 :0 过 x 过 1. 于 是 ,得 
dVz) parcsinvETC， 


dz | 
dr _, 
| -二 f1— (Vr)’ 
【16893 | ze dx. 
解 | ze 二 | ed 一 2) 一 一 圭 e+C. 


er dz 
【1690】 | 3 十 e 


erdz fdC2 十 er) ; 
解 | DT ln(2 二 ee) 十 C. 


【1691] | = 站 


d(e’) 


二 注意 _ dz de') 
提示 ”注意 二 ec 一 一 Te 


dCer) 
解 | 二 =- 1 一 arctan(er ) 十 C. 


【1692】 | pi 
e 
(e =) 


提示 注意 . 
-二 Vi 


dx d(e “) 一 一 
二 一 ln(e 7 十 Vi+e ) 十 C. 
解 | W1 十 (e 了) 


ln2 工 


【1693】 dz. 


2 
| 将 nz J me 


【1694】 | 


ED 


dllnz) _ [dfinCinz)] _ 


解 | sm ~ InzlnCnz) lIn(lnz) In| in(lnz) | +C. 


F1695] | sin5 zcosZdz， 


解 | sin5 xcostrdz=— | sins zd(sinz) 一 工 sinsz 十 C， 


6 
【1696】 | 一 sinz dr 
Vecos’ir 
解 | d= 一 | (cosz) “3d(cosz) = 二 十 C. 
E1697] | tanzdz. 
_ [sinr, d(cosz) _ 
解 tanrdzx dz jn | cosz| 十 C. 
COS 工 coszx 


【1698】 | cotxdz. 


解 | cotxdz= | SosZd z=— | ene dsinz) 一 ln | sinz | 十 C. 


sinx 


[1699] | _Sinz 十 cosz _ dv 


以 sinx— cosz 
sinz 二 cosz . -4 _3 5 
解 = dz (sinx— cosr) -3 了 d(Csinz 一 cosZ) 一 瑟 以 (sinz 一 cosZz) 十 C 
Vsinr— cosxz 2 
一 这 Vi—sin2z+C. 
【17003+ sinzcosz 


Va’ sin: z+b cos: zd 
提示 分 别 就 la| 二 15| 半 0 及 |a| 关 |6| 两 种 情况 求解 . 
解 当 |a|==15| 关 0 时 ， 


| -OQ sinzcosz 


1 | sinzcoszdz— 1 sin2z 十 C; 
Va’sin z+h cosix a 21a 


当 |a| 关 |6b| 时 ， 


sinrcosx 1 d(sin’? x) 1 - 
dy (Car psin zt +C 
| Va’ sin: r+bhicos’ x 2 Var—p)sinzty ob6 ° ST 


Va’ sin’ x+ bcosix 
_ Va’ sin ztb cos x4 


a:—b 


[1701] [ee 
sin? TY cotr 


解 | 一 -二 一 二 el — | Ceotz)- tdccotz) = 于 Veor z+C. 


[1702] 三 


sin 1 zx” 


1 


示 注意 dz szdz d(tanx) 
提示 和 Sn2z 十 2cos27 tanzz 十 2 (V2) 十 (tanz)2 
_ 1 
dz COS2 x -| dCtanz) 1 otan( EE)+c 
解 | se | tan: zx 十 2 Fa an 人 V2 ) “ 
dr 
【1703】 Sn 
1 过 dz 
2 立 . 
提示 注意 dz _ os 2 da(tan 二 ) 
的 Sinz t 二 tan 过 
an 也 5 
1 
2cos: 二 dftan 子 ) 
解 | dz _ 2az= | 2 一 ln an 各 |+c 
Sin tan 艺 tan 计 
2 2 
dz 
[1704 | -< 


提示 注意 cosz 一 sin(z 十 于 ) ,并 利用 1703 题 的 结果 . 


-| d(z+ 至 ) 


一 之 区 
解 < 元 jn tan( 至 + 至) |+c 
sin xz 十 至】 
dz 
【170S】 hz 
1 
2ch d(th 码 
解 | 笃 = dz= | 2 In 由 过 |+c 
shz z 工 2 
th th 元 
dx 
【1706】 hr 
dr f 2dz _,f der) _ ; 
解 至 = | 2 2 TT 2arctan(er ) 十 C. 
【1707】 | 一 dz 
Wsh4z 十 ch4z 


提示 注意 shtz 十 chtz 一 却 (1 十 chz2z)， 


2 
解 因为 sh4z 十 ch4x 一 (sh2zz 十 chzz)2: 一 2sh:zzch2z 一 chz2z 一 去 sh 2x 二 2 ， 


1 
shzehx —d(ch2zx) 1 


Vsh' z+ch’x 应 VT 2V3 
2 


ln(Cch2z 十 V1l+ch’:27x)+C, 


-In (+ Ve"zTeh'z )+C. 


2V2 \ V2 
dz 
【1708】 | 一生. 
chzz WE 
dz _ 一 卫 3 
解 | 二 | (thz) 3 d(thzx)=3 wthz 十 C. 
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arctanz 


[1709] | 办 学 TS 


解 | arctanz, z= | arctanzd(arctanz) 一 去 (arctanz)’+C. 


1 二 +x? 
dz 
(1710] | . 
(arcsinz)2 V1l—zx’ 
dz dCarcsinz) 1 
解 | 一 A 一 zz (arcsinzx)?’ aresinzs tC 
2 
L17113 | 了 Ye dz 
pe 
JN | [in(zt+ VITE) din(zt VITR)]— Iint (z+ VITZ)+C. 
[1712] | 十 1dx 
1 1 
2 1 十 二 d(x 一 
提示 注意 十 1d 一 TT dz 一 1 #) : 
如 十 地 (z—=) 十 2 
1 
解 二 1] 加 lt d(z 一 二) 加 1 2 1 
zl 1 dz=| Ts 一 万 arctan 十 C. 
?十 去 (z 一 一 ) 十 2 V2 工 V2 
并 I 
x:—1 
[1713] | #4iar 
| 1 一 评 d(z+ 工 】 
提示 注意 1 二 jdz 一 dz 一 T 关 . 
?十 (z+ 一 ) 一 2 
工 
1 一 坊 d(z+ 1 ) 
?一 2 本 2 
解 | siaz=- | 了 和 -一 J 霹 一 -hn (St) + 
™ Xz: 十 一 ( 二 二) 一 2 2V2  \zz 十 zV2 十 1 
I 


xidr 14dz 


C 1 zir 


提示 注意 (1 十 x5)-4d(1 十 zs)， 


Zitdr _ 4dz __1 sn 1 ov 
解 | 0- | mtdl+z = 让 +e) + 
Xx! _ (z+1)?—3zx"—3zx:—1 3x"* 十 3zx; 十 1 
IS TI tO 15(Czx 二 1) to ri tC 
【1715】 |- 疾 和 
/+x"t? 
提示 分 别 就 4 一 一 2 及 n 了 一 2 两 种 情况 求解 . 
解 ” 当 n= 一 2 时， | 一 全 二 dz= | - 民 - = 工 ! 十 Ci 
AM 十 2 一 ZNVZ 启 mlzl 
妈 2 十 2 
当 " 关 一 时 ，|」 4- -5 -7 sln(z¥ + VITET)+C. 
1 ，1 十 
【1716】 [二 zln Tdx. 
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提示 ee 


1 十 xd 1 十 工 Ez 1,:1+z 
解 | ni—zx* 2 二 | 过 zd( 一 过 二 ) 一 二 mm Iz 
dr 
1717】 | ee 一 
【 V2 二 cos27x 
提示 注意 coszdz _ dl(sinzx) 


VIFcossr V3—2sinzr 


解 | cosrdx d(sinz) Garcsin (A /sin )+C 
VIFeosr | Vom VF 3 


sinxcosz 
[1718) | 二 ee 
_ sinxcosz _1 sin2zdz 1  d(cos27x) 
提示 注意 5 二 cos' zd 2 1 .， 2 1 十 cos:2z 
1 ssin 2 并 
Sinzcos 工 _1 sin2zdz _ 1 d(cos2x) _ _ 1 
解 | a 1 十 CS 了 dz 一 了 了 | 1 2 | iFcos 2z 2 arctan(cos27x) 二 C. 
1— gsin 27x 


[1719] | $d 


3 
2* 。3- (2) 1 d[ (三 ) ] 1 3r 一 2z 
解 | <“ 一生 az=| [(3) 7- -maa| [3) = 一 53 一 RD S|+c. 
[1720] | 一 和 一 ~—. 
WV 1 十 zz 十 WCGI 十 2 )? 
| zdzx | dG 十 之 ) dd 二 Wi 二 友 ) 2 Vi 二 十 C 
VI 2 /FV /7 


用 分 项 积分 法 计算 下 列 积分 : 
【17213 | 2Z2(2 一 3z2)2dz 


解 | ze-szzdz= | (C477 一 12zt 十 9z')dr 一 仿 z 一 壮志 十 zx? 十 C. 


[1722] | 站 az 
工 一 并 


解 | az [( 1+72)dz——z—2in|1—z| +C. 


工 一 工 


x’ 
[1723】 | 二 zd 


: 1 1 
解 | 去 5dz | (= 1 十 革 )dz 一 到 于 一 z 二 in|1 十 z| +C. 


zx’ 
[1724] | 车 -dz 


rx’ 27 1 
解 [天 dz=| (xz?—3z+9 了 二 )dz= 本 了 Z2 十 9z 一 27ln | 3 十 工 | 十 C. 
(1 十 工 ) 
【172S】 | 1 二 二 dz. 


解 | 仁 合 dz= | (+ 2 )dz—ztin(l+ zi)+C. 


12 


2 
[1726) 5 有 dz. 
(2— xz)? (zx? 一 2 一 4z 十 6 | _1 4 6 
解 2 一 并 dz 一 2 一 和 dz= ( 1 元 到 十 关头 )dz 
,| 好 十 z 


二 一 x 十 2ln | 2 一 zx? | 十 也 十 C. 


万 V2 一 工 


2 
0727 | 3m 
提示 注意 工 一 [人 xD) 
解 | 二 dz 一 dz= |[a z)-2 一 2(1 一 zx)-9 十 (1 一 z)-i]dz 


《1 )160 


1 1 十 1 


0 Tw tC 


[17283 | 等 idz. 


解 | - 持 1dz 一 | (x 一 2 十 攻 一 z 十 1 一 二 1) dr 一 圭一 地 x' 十 言 避 一 诗 z* 十 x 一 In|1 十 z| 十 C. 
【1729】 | 到 一 
VX 二 1 十 Vx 


1 3 /1 
解 | 二- [3 (wz 十 1 一 Vz 一 1)dz 一 3 [(z 十 1) 衬 一 (z 一 1) 了] 十 C. 


[1730] | TX V2—5xdz. 


提示 “注意 xz 一 一 于 (2 一 5z) 十 二 。 


解 |z v2 5zdz [[ 二 (2 5z) 十 二 (2 一 5z)Ydz 一 | [一 二 (2 一 5z) 六 十 鱼 (2 一 5z) ]dz 


8 十 30z 


名 
375 (2 一 5z)z 十 C， 


4 3 
= 5z)¥ 75 (2 5z) 三 十 C 一 


[1731} | 
Xx 


解 | zd (1 一 3z) 一 1 
Ii—3x 3 (1—3z)3 


吉 G 一 3z) 一 证 (1 一 3z) +C= 一 


3 | [C1—3zx)$—(1—3r) $1]dx 


1 十 2> 2 
10 3X)3 十 C. 


【1732】 | zx: YITR dz. 
解 [> IT dz= 诗 | [+D 一 te 3dlte)= 计 | [te d+) Jdt+e) 


= 诗 (+z) 了 一 训 (1 十 z?) 革 +C= 1 


[1733] [|=5 DFay: 


提示 注意 1 一 工 [(z+3) 一 (z 一 D)]， 1734 题 ,1735 题 及 1736 题 均 可 仿 本 题 的 解法 . 


80 十 zz ) 计 十 C. 


1{[( 1 _ 1 
解 | ery 4 | (去 Z 十 3 


[1734] EE 


1 z—1 
)dz= Fn}|+c. 


=- 2° 


1r/1 1 1 
解 | 二 2 = 言 | (二 F442) de-3In 工 
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dz 
【17351 | cr rs 


1 1 
解 | 二 | (a x 十 2 


) dz 一 arctanz 一 工 arctan 工 十 C. 


全 


dz 
017360 | CD rT 


工 一 V2 1 zx 
tan 一 十 C., 
ry | EE 


dx _1 1 _ 1 1 
解 | 二 | (a= 元)dz 1 


Xxdzx 


【17371 | CF CF) 


解 | 二 Tr- | (= )ar=In Lz+3l +c. 


2)(z 十 3) zt (z+2)? 
[1738] | 
提示 注意 =， 一 去 TT 
解 | =r 和 5 一季 ry- ;| ( 5 de) 一 广 I 三 和 + 


dz 


0739 | 区 


一  、- 1 1 1 1 2 1 1 1 2 
提示 注意 (rta)’ Crto): 《〈a 一 所? (a5 zz) (a—b)’ ez 十 二 十 不 (Z 十 a)(z 十 四) 上 


1 1 1 
解 | 二 zz 二 5 一 1 一 0 | C= ts) dz 


__1 | 1 + 1 2 1 
ab) | (Crita): (rib (zta)l(rtb) | 


2 2 [上 
(a 一 52 并 十 Q z+tb (a—b)? 」(z 十 C) (zt+b) 
27z 十 < 十 忆 2 Zz 十 a 
(a—b)’ rHa rT) {Cap 一 0 "| zto 十 CC 


dz 
0740 | cepa tr (le 六 1 


dz 1 1 1 1 三 -上 三 
解 | ra -FI (z+ FF) Z(t arctan 3 arctan 二) 十 C 


【1741 了 | sin2 xdz. 
解 | sin?: zdz 一 | 9xqz 一 地 一 村 sin2z 十 C. 


[1742] | cos: zdr. 


并 1 ， 
地 十 4 sin2x 十 C. 


解 | sszdz= | ltcos2z 一 


【1743】 | sinzsinCz+o)dz. 
解 | sinzsin(z 十 a)dzx 一 方 | [cosa—cos(2zx 十 a)]dx 一 于 cosa 一 子 sin(2z 十 a) 十 C. 


【1744】 | sin3Zzsin5zdz。 


解 | sin3xsin5xdx 二 方 | (cos2z 一 cos8z)dz 一 械 sin2z 一 去 sin8z 十 C. 
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x 并 
[1745] | cos 可 cos 本 dz， 


3 。 
解 | cos 可 cos 于 dx 一 去 | (cos 罕 一 十 cos 6 于 ) dr 一 记 sin 这 一 十 3sin +C. 


【1746】 | sin(2z 一 到)cos(3z 二 至 )dz 
解 sn(zz- 树 )cos(az+ 玛 )dz= 半 | [sin(5z+ 项 ) 一 sin(z+ 答 ) jax 


2 
一 一 盐 cos(5z+ 亚 )+ 二 cos(z+ 得 ) 二 C 


【1747】 | sin’ xdz. 
提示 “注意 sinz xdr 二 sin?* xsinrdx 一 (cos: x 一 1)d(cosz). 


解 | sin3 xdz 一 | (cos'z 一 D)d(cosz) 一 于 cowz 一 cosz 十 C 


【1748} | eos zdz. 
提示 仿 1747 题 的 解法 . 


解 | COs’ dr 一 | (1 一 sinz)d(sinz) 一 sinz 一 村 sinaz 十 C. 


〖【1749】 | sin‘ xdx. 


一 2 
提示 。 注意 sin' z 一 (2 一 ses2z pz) = 了 (1-—2cos2z 二 二 ) 一 言 (3 一 4cos2zr 十 cos4Z). 
解 | sin‘ zdr= | (ls) dz = 于 | (1 一 2cos2z 十 sps4z ) dz 

一 言 | (3 一 4coszz+eostz)dz 一 号 x 8 一 地 sin2x 十 3 sin4r+C. 


【17S0】 | cos’ xdr. 


2 
解 | eos'zaz= | (过 ss ) dz= 工 | (1+2c0s2z+ HS ) qz 


一 襄 | (3 十 4cos2z 十 cos4z)dz 一 总 x 二 村 sin2z 十 地 sin4z 十 C. 
【17S13 | cor zdz. 
解 | cot2 dz 一 | (csczz 一 1)dz 一 一 cotz 一 并 十 C 
【1752】 | tan’ dz. 
提示 注意 tansz 一 tanz(seczz 一 1), 并 利用 1697 题 的 结果 . 
解 | tan’ rdx = | tanz(seczz 一 1)dz 一 | tanzdCtanz) 一 | tanzdz 一 去 tan?z 十 In| cosz | 十 C. 


注 其 中 第 二 个 积分 见 1697 题 . 
[1753} | sin2 3xsin’ 2xdz., 


3 3 . 1 . 3 1. 
提示 注意 sin?: 3xsin’2x 8 sin2z 十 16sin4 8 sin6z 1sin8z 十 16sin127. 


解 因为 sinz3xzsin32z 一 方 (1 一 cos6z)。 地 (3sin2x— sin6x) 


[En 


= (3sin2z 一 3cos6zsin2z 一 sin6z 十 sin6zcos6z) 


一 总 sin2z 二 攻 sin4z 一 二 sin6z 一 ie 到 sinl 2z， 


所 以 ， | sin23zsin32zdz 一 一 次 cos2z 一 记 证 cos4z 十 1 让 cos6z 十 38 28cos8z 一 13 Tacosl2z+C. 
【1754】 | se 
sin? xcos: Zz 
提示 ”注意 1 二 sin*x 十 cos’z. 
dz 1 1 
解 | sin2 zcos2 工 + coz) dr cotrttanztC. 
[17551 | seo 
sin2 xcosx” 


提示 仿 1754 题 的 解法 ,并 利用 1704 题 的 结果 . 


i coOsx _ [dr d(sinz) _ TxA 1 

解 | COS 工 Se )dz coszt sin2 x In tan( 2 十 4 ) | snztc 
其 中 第 一 个 积分 见 1704 题 . 
K1756] | 

sinxcos’x 
提示 仿 1754 题 的 解法 ,并 利用 1703 题 的 结果 . 

| | (Et) | e+ | A 十 in| tanz| 十 C. 
sinrcos’x cosix sinrcosz cos3 工 sin27x eo 


其 中 第 二 个 积分 见 1703 题 . 
了 1757】 | dz 


in2 
解 | se cos- dr= | cosrdzr— | (sinz )d(sinz) =In| sinz | — LsinztC. 


sinz d in 并 2 


解 dz = | secz 
工 


COS 


二 一 | (1+tan’z)d(tanz)—tanz+ tan’ z+C. 


COS 工 


人 
提示 注意 1 二 (1 十 e*) 一 er. 


dz e” _ 二 
解 站 2; 16 Ts ) dr=z—In(lte)+C. 


2 
[1760] dz. 
2 
解 OT dz= | (+ Ie 云 )dz= Z 十 2arctan(er ) 十 C. 


【17613】 | shz zdz. 


解 | szdz= | 中 光一 dz 一 地 sh2z 至 二 C， 


【1762】 | chzzdz。 


解 | ozdz= | 中 21gx 一 二 sh2z 十 竺 十 C. 


【1763] | shzsh2zdz， 


解 | shzsh2zdz—2 | shz zchzdz 一 2 | sh zd(shz) 一 二 shaz 十 C 
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【1764】 | chzxch3zxdzx. 


解 | chzch3zdz 一 去 | (ch4z+ ch2z) dzr= 言 sh4zx 十 十 sh2z 十 C. 


dz 
07651 | rrr: 


dz 1 1 
= = Cc. 
解 | 二 | ( )dz= 一 (cothz+thz) 十 


shizx chix 
用 适当 的 代 换 , 求 下 列 积分 : 
【1766] [= VI=zdx. 
解 设 1 一 +=4, 则 z=1 一 t,dx 二 一 dt， 


故 得 EE YITzdz=— | a- 祝 村 du= 一 | (上 说 一 2 壤 十 二 ) di 一 一 子 帮 十 也 好 一 训 虑 ++C 
=——15(9+12r+14z7)(1—z)#+C. 
【1767】 [#5r) dz. 
解 设 1 一 5z 一 , 则 x 一 二 (1 一 站 ,从 而 ， 
了 dz 一 于 mdCz) 一 下 (1 一 0( 一 于 )d 一 一 击 G 一 90dt 
故 得 asz)edz= 一 圳 | ed 50" + esr +C— ls 0 5z2) +C. 


2 
【1768】 | dz. 
Va 


解 设 2 一 z= 上 , 则 z 一 2 一 上 dz 一 一 dt， 


Eo 人 -o*d=- | l/l 3 83 2 5 
故 得 | -+ z (2—1)?dt C41- —4t3 1 dt 8 经 十 可 姑 s+C 


一 一 其 (32 十 8z 十 3z2) VE 十 C， 


3 


Ea 


[1769] | dz. 


1 一 和 并 
解 设 1 一 z==t, 则 z= 二 1 一 ,从 而 ， 
idz= 寺 (zz)zdCz) 一 一 于 (1 一 D?d， 


5 
故 得 | z dz 一 一 去 | ta 1)? dt= yi ct 2 歧 十 垃 )dt 一 一 疆 十 本 二 一 言 熏 十 C 


V1l—z’ 
一 一 下 (8 二 4z 十 3zt) Viz +C. 


[1770} | (2—5z’)$ dx. 


解 设 2 一 5z' 一 4 则 江 一 证 (2 一 站, 从 而 ， 


idx 一 主攻 d(z) 一 一 南 (2 一 Ddt， 


入 so_r 3 2 Tv 1 三 /二 一 2 | 1 
故 得 ee 5 局 ) 和 地 dz 一 一 孝 | 二 (2 一 5d 却 | 2 号)dt 一 一 1 各 寺 十 高 直上 十 C 
6 十 25zs 

1000 


(2—5zx3)3 十 C. 


【17713 | sos> Asinx dz. 
解 设 sinx 二 t, 则 cosixdx 二 (1 一 sin?x)?d(sinzx) 二 (1 一 六)?di， 


5 2 
故 得 | ssz Vsinx dx 一 | (1 一 22)? 坟 dt 一 | ( 垃 一 2 培 十 好 ) dt 一 二 坟 子 本 tz 十 Te +C 
( 3 4 sin? Xx 十 站 sin'z ) Vsimz+t+C. 
sinxcos’x 

L1772] | 1 二 cos:x 

提示 令 cos: X= 

解 ” 设 cos: xz 二 t, 则 sinzcoszdx 一 一 地 di， 

sinzcosZ， __1 ft yl 1 __1 1 

故 得 To dz 一 | 2 | (1 Ti) dt 2 t+ ln(C1 十 为 十 C 


一 一 去 coszz 十 二 In(1 十 coszz) 十 C. 


:m2 
【1773】 | 3 工 dx 

COS 江 
提示 令 tanz 一 上 


解 设 tanz= 已 则 一 -dz 一 (1 十 22)di， 
COS 并 


故 得 | zaz = | 十 恕 )di— 计 十 一 了 十 C 一 二 tan 十 二 tian Z 十 C. 


cos 
lnrdzx 
L1774] | 一 一 一， 
xX V] 十 lnz 


解 ” 设 1 十 Inx==z, 则 zez 一 (1 十 Inz 一 Dd(1 十 Inz) 一 (一 1)dt， 


2) wT 十 inz 十 C. 


故 得 一 一 太 -去 (t 一 1)dt | ca 1 dz 地 三 2 三 十 C 过 (Inz 
nx 
【1775】 | 
这 十 ex 


z 
提示 令 e:=i. 


解 设 后 一 上 则 e 一 刀 ,dzr 一 2 ， 
dr | 去 | 二 2 
故 得 i? nds 2 ) = 一 2Int 十 2In(1 十 发 十 C 
一 一 2e 去 一 z 十 2In(1 十 蚂 ) 十 C. 
【1776】 | -2 
A 
解 设 ViTe =t, 则 z=In(z 一 DD ,dz 一 2dt， 


dzx 一 2? dt 一 mn (二 
Vie tC—1 t 十 1 


dz 
1777 | 时 arctan yz 
【 】 “1 过 


故 得 
ViTe Fi 


提示 网 
解 ” 设 arctan Vzx==t, 则 dt 一 


1 
1 二 z 2 并 
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1) +C=m (EE)+c-r 2nd + ViTe)+c. 


arctan Vx 。 dz 


故 得 上 -2 | d=e +C= (arctan V7) +C. 
运用 三 角 函 数 的 代 换 x 二 asint ,zx 二 atant,zx 一 asin*i 等 , 求 下 列 积分 (参数 为 正 的 ): 
[1778] | 


解 由 于 被 积 函 数 的 存在 域 为 一 1<z<1, 因 此 ,可 设 z 一 sint, 并 限制 一 于 <i< -了 从 而 ， 


3 
(1 一 22) 计 一 cossft， dz 一 costdt. 


dz | dt sint 一 工 
和 tant 士 C 十 C 十 C， 
代入 得 | (1— xz) cosst a V1l—sinit V1l—x’ 


2dx 
【1779】 | 入 . 
Vr:—2 


解 题 思路 ”注意 被 积 函 数 的 存在 域 为 7>>V2 及 x 过 一 V2. 
(1) 当 x>VY2 时 ,可 设 x 二 V3sect, 并 限制 0<t< 子 . 


(2) 当 x 二 一 V3 时 , 仍 设 xz 一 V3sect, 但 限制 r<t< 站， 


解 ”被 积 函数 的 存在 域 为 zx>V2 及 x 二 一 V2 ,分 别 考虑 . 
(1) 当 z>VZ 时 ,可 设 x 一 V2sect, 并 限制 0<t<< 闻 .从 而 ， 


Xx? 2sec’t 
二 一 一 ， dz 一 V2 secttantdt. 
Vri—2 V2tant 
了 Xdr 3 | d(sinz) = 去 | 1 1 2 ，， ， 
代 人 得 人 2 | mr 3 | (TF Tg) dsing) 
_ = 这 d(C1 十 sint) _ d(1— sint) dlsint) _ 1 1  _l 1 (1 十 sint 
(1 十 sinz)? Z| snDi 二 1 一 sin2t 2 (Ts TF) 2 (=)+o, 


一 tantsect 十 ln(sect 十 tant) 十 C 一 豆 V 22 一 2 十 In(Cz 十 wz 一 2) 十 C. 
(2) 当 zx 二 一 V2 时 , 仍 设 + 二 V2seci, 但 限制 x<ct< 区 ， 其 余 步 又 与 上 相同 ,注意 到 ,此 时 sect 十 tant<<0， 


因此 ,在 对 数 符号 里 要 加 绝对 值 , 即 结果 为 Vtln|rt Vi-2|+C. 


2 
总 之 , 当 |z|>V2 时 ， -有 -和 2+inlz+ VE 2|+C. 
= 


【17803】 | Va’:— zr’ dz. 


解 被 积 函数 的 存在 域 为 一 ae<z<a, 因 此 ,可 设 x 二 asint, 并 限制 一 也 入: 必 也 .从 而 ， 


2 
Va:—x: =acost, dz 一 acostdt. 


代 人 得 | Wo 一 dr=a’ | cos2 dt 一 4 (去 十 工 sin2t) 十 C= 二 tsintcost+C 


二 全 arcsin 三 十 于 Va’—zx+C. 
x*) 利用 1742 题 的 结果 . 


【1781] | 一 全 一 . 
〈《z 十 C2 ) 这 


解 ”被 积 函数 的 存在 域 为 一 cc<z<< 十 co, 因 此 ,可 设 Z 一 atant, 并 限制 一 二 << 才 到 . 从 而 ， 
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3 
(zz 十 C2) 过 一 aasecst， dx=asectdt. 


1 , tant 工 


代入 得 | Zz | costat 2 sint+C Ti 


【1782] | 2 十 工 dz 


解 题 思路 ”注意 被 积 水 数 的 存在 域 为 一 a<z<<a. 设 z 一 asint, 并 限制 一 <t< 了 求 出 结果 的 存在 域 


为 一 a 过 x 过 a. 可 以 证 明 ; 此 结果 在 端点 + 二 一 a 处 也 成 立 . 即 原 函 数 在 点 工 一 一 4 的 ( 右 ) 导数 等 于 被 积 函 数 
在 点 工 二 一 a 之 值 . 


解 被 积 函数 的 存在 域 为 一 a<z<a, 因 此 ,可 设 zx 一 asint, 并 限制 一 于 <z< 了 ,从 而 ， 


a+zx_ /ltsint _ 1 十 sint 
= 一 一 一 一 ， dz 一 accostdt。 
妈 一 工 1 一 Sint cost 


代 人 得 | r= 一 a | (+sin) di—ali—eosD) +C—aarcsin ZE— Va r+C (~a<zr<a). 


注意 ,上 式 在 端点 + 二 一 a 也 成 立 . 即 函数 F(x) 二 aarcsin 辣 一 Va 一 在 点 Xx 二 一 a 的 ( 右 ) 导 数 等 于 


被 积 函 数 f(x) 一 2 一 工 在 点 x 二 一 a 之 值 . 事实 上 ,由 于 F(z) 和 f(x) 都 在 一 a 之 +<a 连 续 , 且 F(z) 一 
f(z) 在 一 a 过 x 过 a 成 立 . 故 由 中 值 定理 知 , 当 一 a 二 x 过 a 时 ,有 
THE p= /8), 一 a<e<z. 
F(x)—F(—a) 


由 此 可 知 ,( 右 ) 导 数 F'(—a)= lim 


zat0 ZX 十 a 


下 面 有 些 题目 在 端点 的 情况 可 类 似 地 进行 讨论 ,从 咯 . 


【1783】 [zy dr 
2a 一 工 


解 题 思路 ”注意 被 积 函 数 的 存在 域 为 0 号 z<2a, 设 了 一 2asinzt, 并 限制 0<t< 广 . 利用 1749 题 的 结果 . 


= lim f(= f/f(~—a). 
6 一 a+0 


解 ”被 积 函 数 的 存在 域 为 0 攻 z<2a, 因 此 ,可 设 z 一 2asin?t, 并 限制 0S:<< 冯 .从 而 ， 


:3 
I 2asin i, dz 一 4asintcostdt. 
2a 一 工 cost 
1 /eds (Be Lsin2st Bsint)” 
代入 得 |z pp 8a |sin tdi= 8a (¥: 了 sin24 十 37sin4t ) +C. 
注意 到 sin21 一 2sintcost 一 2A/ 范 1- 过 = 过 Vr(2a—z 
及 sin4t =2sin2tcos2t = 4sintcost(1— 2sin’ = az) Vr(2a— x)， 
a 


最 后 得 [zai 3a arcsin /区 一 2 二 VEC35 一 可 十 于 二 Ca 一 站) wz(2a 一 z) 十 C 


=3azarcsinA/ 艺 一 327 Vz 十 C. 
xx) 利用 1749 题 的 结果 . 


【1784】 | 上 一 ~ dz 
wz 一 aJC5 一 过 
解 题 思路 ”不妨 设 a<<6. 注意 被 积 函 数 的 存在 域 为 ac<<z<<p, 设 工 一 a 一 (6 一 a)sinzt, 并 限制 0 二 二 焉 ， 


2 
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解 不妨 设 a<b. 被 积 函 数 的 存在 域 为 4 二 +z<b, 因 此 ,可 设 x 一 a 二 (45 一 a)sin?t, 并 限制 0<:<< 玉 .从 而 ， 
V(r—a)(b—z)=(6—a)sintcost, dzx=2(b—a)sintcostdt. 
交 dz 一 = 一 Ta 
代入 得 | 二 和 = 2 [a 2t+C 2arcsin A/ 5—a +C. 
E1785] | Va dz. 
解 题 思路 ”与 1784 题 相同 , 作 同一 代 换 ,并 注意 到 
sin4s=4sinteost(1—2sin') =4A /Es 1- (1 一 2 EEL) -4 Vo). 
解 与 1784 题 相同 , 作 同 一 代 换 ,并 注意 到 


1 pe ZX—a Tx—a 工 一 Q 2r— (ath) ACT 一 DC 
sin4t 一 4sintcost(1 一 2sintb 一 4A/ 2 /1-2 (1 2 三 -2 ) 4 i Vra (dz), 


— 2 — 2 
即 得 | v& DE) dz 一 2(8 a)? | sinezcoszrdt= 包 2 | sinr2id:= $e | 一 costod: 


四 一 一 
= 包 2 (一 工 sin4r) 十 C= 包 2 arcsin z2 + 天 0 a)(b—z)+C. 


用 双 曲 肾 数 代 换 x 二 ashi, x 二 acht 等 , 求 下 列 积分 (参数 为 正 的 ): 
K1786] | Va:t+zx dz. 


提示 设 x=ashi, 并 利用 1762 题 的 结果 ， 
解 ” 被 积 函 数 的 存在 域 为 一 2 过 x 过 十 %%, 因 此 ,可 设 zx 二 asht. 从 而 ， 
V 轩 十 z =acht, dzx=achtdt. 


*) 
代 人 得 | Va Tx dr=a’ | erid—a (去 十 十 sh2z) 十 Cl 


注意 到 x 十 Va: 十 x 二 a(sht 十 cht) 二 ae, 即 上 一 In z+ CE 及 sh2t 一 2shzchi 一 红 4 +z ,最 后 得 


2 
| vB 过 dz= 仿 In(z+ VE Te) + 和 VT tC. 
*) 利用 1762 题 的 结果 . 
【1787] | | 
VETe 
提示 设 zx 一 asht, 并 利用 1761 题 的 结果 . 


解 与 1786 题 相同 , 设 x 二 asht, 则 — asht 
EF ch 


*) 2 
dz=a? | shiidi 一 a?( 计 sh2! 一 去 ) + 一 后 一 和 In(z+ VE 二 到) 十 C. 


dz 一 achtdt. 


4 Zz 
fA 和 7 

< ) 利用 1761 题 的 结果 . 

[1788]* | pe dz. 

解 题 思路 ”注意 被 积 函 数 的 存在 域 为 之 a 及 工 过 一 a. 

(1) 当 za 时, 设 工 一 achi, 并 限制 上 >0. (2) 当 xz 之 一 a 时 , 设 zx 一 一 achz, 并 限制 1 之 0， 

解 ”被 积 孙 数 的 存在 域 为 x 之 a 及 二 一 a. 

(1) 当 z>a 时 ,可 设 z=acht, 并 限制 上 之 0. 从 而 ， 


Z 一 4 _ ch 一 1 


并 十 a sht ” 


dz 一 ashtdi. 
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代入 得 | 人 dz=a| (cht— 1)dt=asht—at+C;=a Vehit—1—at+O 
工 十 @ 
a (三 ) 1 aln( (三 ) 1+)+C = Vie —aln( Vx:—a’ 十 z) 十 Ca 
a a a 


~ Vri—a:—2aln( Vrx—at+ Vrta)tC. 


一 hz 十 1 
(2) 当 z< 一 za 时 ,可 设 zx 一 一 acht, 并 限制 之 0. 从 而 ,A/ 2 一 SP ， 


。 Za， ph 
代入 得 [NV 于 sax a | cche+Dd asht—at+C, 


=—a (三 ) 1 aln( () 1)+0 =— VP man( Vie)+C 


a a 


dz=—ashtd. 


=— Vr—a:—2aln(V—zxi+a+ V—x—a)t+C. 


总 之 , 当 |z| >a 时 ， 
| /2 dz 一 sgnz wz 一 对 一 2aln(v|z 一 a| 十 Vi zx 二 al ) 十 C. 
dx 
1789 一 一 一 一 一 一 一 . 
[ 1 | V(xr+a) (zt+b) 


解 ”不妨 设 a<b. 注意 被 积 函 教 的 存在 域 为 zx 一 4 及 工 过 一 b. 
(1) 当 Xx 沁 一 a 时 , 设 z 十 a 一 (一 a)sh2t ,并 限制 巡 0. 

(2) 当 z< 一 上 时 , 设 zx 十 0 一 (ae 一 bsh2t, 并 限制 i>>0. 

解 ”不 妨 设 a<0. 被 积 函数 的 存在 域 为 x 二 一 a 及 xz 二 一 b. 
(1) 当 Zz 之 一 a 时 ,可 设 rz 十 a 一 (6 一 a)sh?t, 并 限制 >>0. 


从 而 ， V(r+a) (zt+b) = (6b—a)shtcht, dz 一 2(2 一 a)shtchtdt. 
dz 

人 和 和 [tc. 

V(xTa) (rt) : 


注意 到 Vr 二 4 十 Vr 二 6 一 V6 一 a (sht 十 cht) 二 VS 一 ae ,就 有 tln 之 一 十 ,最 后 得 
一 多 


dz 
一 -一 -一 一 一 2ln(wvz 十 ca 十 wz 十) 十 C. 
| V (z+a) (ztb) YI® 一 


(2) 当 z< 一 5 时 ,可 设 z 十 5 一 (ae 一 0)sh2z, 并 限制 上 0. 
从 而 ， AZ 十 a)(z 十 D) 一 (6 一 a)shichz， dz 一 一 (2 一 a)2shichtdt。 


代 和 得 | de =—2 | d=——2:+C=—2In( VtzTa + VtzTD) +C. 
V (r+a) (ztb) 
总 之 | dz -| 2ln(C wz 十 ea 十 wz 十 6)， Zz 十 a 之 0 及 zx 十 b 守 0， 
V (z+a) (zto) 一 2ln(v 一 Z 一 4 十 V 一 z 一 5D),z 十 a<<0 及 r+b<0. 


【1790] | VTa To dx. 


提示 仿 1789 题 的 解法 . 
解 ” 与 1789 题 相 同 , 作 同一 代 换 ,只 是 在 求 积分 的 过 程 中 变动 个 别 地 方 . 今 以 x 一 a 时 为 例 ,解法 如 下 : 


| V(r Tar To dr=2(b— ay’ | spriehzidt— 地 (6 一 a) | shr21d:= 6a)? | Ceh4t— 1) dt 


计 (6 一 a)? (二 sh4s 一 t)++C1 一 地 (6 一 a)?[shtehz(1+2sh?)— 人 + 
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一 二 上 加 | EV (te HE) -ne arat var |e 
4 b—a b—a b—a 


— 2 
=2+etb /rTtatzTh — Ce In ViTat Vth) tC. 


当 过 一 5 时 ,与 1789 题 类 似 , 只 是 将 结果 改 成 


— 2 
tetb /rTa TH + a In( Vat /rb)+C, 


此 处 不 再 写 出 解法 步 又 . 
总 之 ， 
| (rTFa rT dx 
2 
tetb rTatzTh — Cin( ViTFat VETD) 十 C， ta>0 及 xt+b>0， 


2 
2 eb /rTa tT + In( Vz at V6)+C, rta<0 有 x+b<0. 


用 分 部 积分 法 , 求 下 列 积分 : 
【1791】 | madz 


解 | lnzxdz 一 zlnz | rx* I dz 一 区 (lnz 一 1) 十 C. 


[1792] | inzdz (Cn 天 一 1). 


n __l +1 1 n+1 1 | 二 二 之 __l1 
解 | inzdz me ) 二 ix lnz IT jz 去 dz EE (Inz =F) tC. 


[1793] | (3 (zz ) 
解 Te 
i vo x 人 TX 个 x 
= 一 二 Imz 一 全 Inz+2| 过 . 工 dz= 一 工 (lnzz 十 2Inz 十 2) 十 C. 
x x 人 i Tr 


【1794]】 | ln2 zdr 


解 [Valn zaz 一 3 imzdczt ) 一 全 人 lnzz 一 生 | zi lnz 工 dz 
3 3 3 并 
一 ziinz— 5 {Inzdcz? )= 了 tir iinrt+ | 二 十 dz 


2 

3 

羡 节 (Imz 一 他 Inz+ 全 ) 二 C 

3 . 

K1795] | ze dz 

解 | ra= 一 | zace = 一 Ze 十 | e "dz 
一 一 e "(Zz 十 1) 十 C. 


[1796] | xz:e dr 


1 


解 EE e -dz= 一 于 | d(Ce “一 一 也 zie ?十 1 ;|。 一 2 ee le 


ee hed fe -=( 十 Xz 十 一 元 ) 十 C. 


【1797】 | re dr. 
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提示 注意 ze dz 一 一 于 了 2d(e- 2) 
_ 2 十 ] _。 
解 [ee7dz=-- 去 | zdce*)=-- 诗 ze“ + 二 | dx)——E e+C. 
【1798】 | zcoszdz. 
解 | zcoszdz= | zacsinm 二 xsinx 一 | sinzdz 一 zsinzr 十 cosZz 十 C. 
【1799】 | zsin2zdz. 


解 | zsin2zdz 一 一 方 | 2zd(Ccos2z) 一 一 二 cos2z 十 广 | zxd(sin2z) 


2 
一 一 半 也 cos2z 十 壮 zsin2z 一 方 | sin2zdz 一 一 红 了 1 os2z 十 到 zsin2z 十 C. 


L1800] | zshzdz. 
解 | zshzdz= | zdcchz) =zchz— | chzdz= rchz 一 shz 十 C. 


〖【1801】 | zach3zdz. 


解 rach3zdz 一 寺 zid(sh3z)= 1 sh3z 一 zash3zdz 一 工 xzash3z 一 工 2z2zdCch3z) 
3 3 3 3 
一 地 ssh3z 一 可 卫 ch3z 十 一 3 了 | zch3zdz 一 言 过 sh3z 一 村 也 ch3z 十 一 9 | zdcsh3z) 
3 2 
一 也 了 sh3z 一 言 z ch3z 十 一 了 zsh3z 一 了 9 $ | shazdz= (所 + 至)sh3z ( 乞 + 芝 )chaz+C. 


L1802] | arctanrdz. 

解 | arctanzdz 一 zarctanz 一 | — dxr=zxarctanx— 二 ln 1+z’)+C. 
l+z 2 

【1803】 | arcsinzdx. 


解 | arcsinrdzx=xarcsinx— | A Zarcsinz 十 W1 一 2 十 C， 
/ 1 一 


【1804】 | xarctanzdz. 


1 zy 1,2 -二 | 
解 | zaretanzdz 2 | aretanzdcz ) DT arctanz 2 | I dz 


1 1 1 1 二 zx? 
= arctanz 2 | (二 二 3 )dz= 2 arctanz 一 了 十 C. 


【180S】 | zarccosZdz. 


解 2arccOSzdz 一 1 arccosZd(zs ) 一 桔 z arccosZ 十 地 | 


— dr 
3 /1— xr: 


-Ed 一 ) 一 也 一 3arccos 工 一 二 | ( — Vl—xr )aa 一 z) 


1 
V1l—x’ 
2 

VI- 十 C， 


pe LA 十 言 (1 一 z2) 十 C 一 言 zrarccosz 一 下 
[1806] | az, 
提示 使 用 分 部 积分 法 后 , 令 z= sint, 并 利用 1703 题 的 结果 . 
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解 | eqz— 一 | arcsinzd (二 ) 一 一 二 arcsinz 十 | 一 至 二 让 二 


和 Z 一 sint, 得 


| 一 是 二 = | 种 沁 costdt _ [dt -ln an 去 | 4+C=In Po sint +c=—n| ee +C 
1— xz sintcost sint sint 
一 n 1 十 Vv 1—zx’ 十 C， 
工 
有 4 arcsint, __1! . 1— zx 
最 后 得 | 7 dz 一 一 这 arcsinz 二 工 


x) 利用 1703 题 的 结果 . 
[1807] | In(z+ VITZ dz. 


解 Incz+ VITE )dz=xln(x+ VITR)— dr=zxln(x+ VITZ)— Vitr +c. 


| 


这 dz x 


[1808] | zln 


1+x, _1 l+z,, 2、 | n 二 一 -三 dz= 天 1 n 1+z | (= 
解 J zin] 寺 dzx= 记 | ndx?) 一 邱 1 + 
=z— ln ltt+c. 
F1809] fren 
解 | arctan Vz dz—zarctan Vz — 三 HR xarctan Vt | (=- 二 二)dwz) 
一 (z 十 1l)arctanVz —Vzx++C. 
【1810】 | sinzlnCtanz)dz. 
解 | sinzln tanz)dz 一 一 | ln(tanz)dkcosz) 一 一 coszln(tanz) 十 | COSZCOtZSec2 xdx 
一 一 coszln(tanz) 十 | -dz -- 一 coszln(tanz) 十 ln| tan 并 | 十 C， 
Sin 工 2 
求 下 列 积分 : 
[1811] Em dz. 
解 [Ee dz= 言 | de ) 一 二 xe” -二 | d(z')= 计 (x2 一 De +C. 


【1812】 | (arcsinr)’* dx. 


解 | (arcsinr)’ drx=x(arcsinr):—2 | Zarcsinz | — 7(arcsinz)? 十 2 | arcsinrd( W1 一 2 ) 
V1l—zx’ 一 


一 Z(arcsinz)2 十 2 1 一 2 arcsinz 一 2 | dzr=x(arcsinz):+2 V1l— x’:arcsinr—2zx+C. 
【1813】 | rx(arctanz)’ dz. 


Xarctanz 


1 二 x? dz 


2 
解 | zcaretanz)dr= 寺 | Carctanz)?d(r?) = 于 Carctanz)*— | 


2 2 
一 地 (arctanz)’— | ( 1 一 二 二 )arctanzdz— arctanz)’ 一 | arctanzdz 十 | arctanzd(arctanz) 
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zx 2 bl 
一 三 (arctanx)’ —xarctanr 十 | 下 本 十 世 一 (arctanz)2 一 三 二 (arctanz)2 一 zarctanz 十 到 ln 1+x)+C. 


【1814】 ee 
解 | 于 | niFz 二 zdcz) 一 亏 z+3 | 让 二 碟 
1 十 并 3 3J1—x 
_Xx, 1—r,2 并 lz _ 1: 工 — zr? 
| z+ )dz ini (lx)+C. 
2 

[1815] | 于 V1 十 工 ) 4 

V1l+x 
解 | 和 zz 十 YI 十 工 )dr = | mcz+ Vi 素 )dCVi 二 丈 ) 

AT 十 zx 


dr= V1l+zxiln(x+ V1l+i+zx ) 一 zx 十 C. 


一 V1 十 刀 In(z 十 W1 十 寻 ) 一 | V1l+xr’ 用 


2 d 
ts10) | tir 


zx? _1. __l 1 
提示 ”注意 二 让 rzdz 一 于 CTETrd( 十 局) 一 一 到 zd(iFz): 
x -_1l 1 x 1 dz 
解 | a “2 res Tdl+e ) 2 | aa( 二 二) Ft 2 J 1 二 + 
一 -gt 5 十 喜 arctanz 十 C. 


dr 
Cs17 | mri 


一 dr _ - dz 1 机 
解 当 o 一 0 时 ,因为 [rE |Q=-aitc; 
当 。 世 0 时 ,因为 arctan 站 一 5 去 二 + 7， 
。 1 | 
| 37 2a (去 二 二 十 也 arctan E )+C. 


【1818】 | Vez dz. 
提示 使 用 分 部 积分 法 后 ,并 注意 zx! 二 a 一 (a’ 一 x?). 


解 | vz —x’ dr=x Ve 一 三 =z VF + | dr 


+ | Fea Va 


一 Z Va’—7x! 十 azarcsin Ts 一 | Wo 一 了 dr. 
2 
于 是 ,得 | MG 一 和 dr 一 了 Va 一 工 十 和 arcsin TeT+C (aa 天 0). 
【1819】 | Vr 十 adz. 


解 ee V7Ta- | -下 全 - zd rx Vzz 十 4 一 | vadz+o| Ee— 


dr 
VI 5 Vrita 


于 是 ,得 ”| VFTadz= 字 VTTa+ 委 =VTTateinlrt VATaltc. 


2 | MT EE 
【1820]】 [= Va’:t+zri dr. 


解 题 思路 首先 ,有 x? Va 十 x? dz 一 计 z(a 十 da? 十 z?) 一 二 zd[ Ca? 十 xz) 字 ], 使 用 分 部 积分 
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命 第 三 章 不 定 积分 §1. 最 简单 的 不 定 积分 


法 . 其 次 ,将 积分 | (a 十 工 ) 字 dz 分 成 a? | (wz 十 也 ) 去 dz 与 | edz 两 项 ,并 利用 1786 题 的 结果 . 
解 [= VITedr= 二 | z(t idar+r)= 言 | zd[(er 二 六] 


= 二 z(ar 二 x 六 一 言 | (a? + xi) dz 


=Tr(artr) VE 二 下 一 分 | VaTrd- | Vet dz. 
了 是 ,得 | VETFdz- 卫 [于 zw 十 2) Va Tr | Va Td] 
一 工 z(o 十 也 ) V 干 均一 条 | 至 VE 于 严 十 当 In(z+ VaTr)| +C 
一 式 2 二 4 Vi 二 三 一 入 In(z 十 wz 十 az ) 十 C. 


<*) 利用 1786 题 的 结果 . 


【1821】 | xrsin’ rdz. 


解 | rsin? zdr 一 六 | Xx(l1—cos2x)dz= 去 | dz 一 方 | xcos2zdz 一 十 卫 一 于 | xd(sin2x) 


ll. zi| j 12 工 。 _1 
一 本 了 Xsin2x 十 了 sin2zdz AT 了 sin2x 8 cos2z 十 C， 


【ls22】 | cdr 


提示 令 Vz 一 上 后 ,再 使 用 分 部 积分 法 ,最 后 将 上 换 成 VZ . 
解 ” 设 Vrz==t, 则 x=#,dr 二 2ztdt, 代 入 得 
| eraz=2 | iedi=2 [idce) =21e —2 | edi—2i0 —2e +C=2(/z—Der +C. 


L1823] | zsin Wzdz. 


提示 令 Vz 一 上 后 ,多 次 使 用 分 部 积分 法 ,最 后 将 上 换 成 Vz . 
解 ” 设 Vz 一 上 则 zx 一 纪 ，dz 一 2tdt, 代 入 得 
| zsin Vzdr=2 | tsinidi— —2 | td(eos) ——2s eost+6 | cosrd: 一 一 22 cost+6 | tdCsin) 


= 一 21’cost+6r:sint—12 | tsintdt= —21 cost+ 6 sint+ 12 | td(cost) 
一 一 228cost 十 612sint 十 12tcost 一 12 | costdt 二 —2(f2—6)1cost+6(t:—2)sint+C 


一 2(6 一 zx)VzcoswWz 一 6(2 一 z)sinVz 十 C. 


[1824] | dz 
(1 二 zx?) 
解 记 n= | -edzr， = | 一 dz 
《1 十 zz ) 祥 (lx) 
n=) ed 一 GT+zD) 一 一 -十 
出 := V 主 去 9 
- 7 =| Ir de ) = Leanr _y. 四 
"J ViFsz Vitz 
arctanr 一 1 
由 中 十 四 即 得 | dz 一 ern FC. 
(1 十 xz?) 主 2 Vi 
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arctan 工 
e 


1825 | 一 dz 
51825] (1 十 z2) 重 


| erctanz 并 十 1 


r= erreunr 十 C. 
(1 十 x?) 六 2 Vitz 


解 同 1824 题 @ 一 中 , 即 得 

【1826]】 | sin(lnz)dz.。 

解 | sin(lnz)dx— xsin(lnz) 一 | zcos(lnz) Tdz—zsin(lnz) —zxcos(lnz)— | sin(lnz) dz., 
于 是 ,得 | sindnzydz= 到 [sindlnz) 一 cos(lnz)] 十 C， 


【1827]】 | cosdnmadr. 
提示 利用 1826 题 的 结果 . 


解 | cos(lnz)dz 一 zcos(lnz) 十 | sin(lnz)dz 一 zcos(lnz) 十 过 [sin(lnz) 一 cos(lnz)] 十 C 


二 到 [sin( lnz) 十 cos(lnzr)] 十 C. 


x*) 利用 1826 题 的 结果 . 
[1828] | e” cosbxdzx. 


解 、 如 果 a,6b 同 时 为 零 ,积分 显然 为 z 十 C; 若 a=0,6 到 0, 积 分 显然 为 站 sinbz 十 C; 以 下 设 a 关 0. 


| e” cosbrdr= 1 | cosbrd(e”™ ) 一 工 er cospz 十 之 | e” sinzdz = lo cospz 十 了 | sinbrd(e” ) 
a a a a a 
2 
一 Le cosbz 十 be sinpz 一 乞 | ec cosbxdz. 
a a a 


(acosbzt bsinbx) 


CE 十 本 tC. 


红 ar 2 1 b ， 
于 是 ,得 站 cosbzdz 一 坟 千 严 | 二 cosbzx+ ze sinbz |+C 
[1829] | ec sinpzdz。 
解 车 a=b= 0, 则 积分 为 zx 十 Ci 若 o 一 0,6 天 0, 则 积分 为 一 二 cosbz 十 C; 以 下 设 ae 天 0. 
加 1 1,. 6 1,. b 
e” sinbrdr+=— | sinbxd(e™”) =—e”sinbr—— | e” cosbrdr=—e” sinbr—— | cosbxd(e™ ) 
a a a a a 
2 
一 Le sinbx— er cosbz— La | e”™ sinbxdx. 
a a a 
ar en (asinbx ~ bcosbx) 
于 是 ,得 |: sinbrdr— ep +. 
[1830} | e2r sin2 zdx. 


提示 “注意 sin8z 一 于 (1 一 cos2z) ,并 利用 1828 题 的 结果 ， 


解 | e2z sin2 zdxz = 去 | ezz (1—cos2x)dz= 方 | ed 一 去 | ezz cos2xzdxz 


2 1 ( 2cos2z 十 2sin2z sz 


#*) 
Te 去 3S ) ++C 一 言 入 (2 一 cos2z 一 sin2z) 十 C， 


28 


< ) 利用 1828 题 的 结果 . 


【18313】 | 《ez —coszr)’ dz. 
解 | (er 一 cosz)2 dz 一 | (e:*—2ercosrtcos: xr) dz 


[Sa 2 cosrt sinz) ”十 sin27 ‘+c 
2 2 4 


ez 一 er (cosz 十 sinz) 十 序 十 于 sin2z 十 C. 


x*) 利用 1828 题 的 结果 . 
x xx) 利用 1742 题 的 结果 . 
[1832] | re 加 


提示 利用 1759 题 的 结果 . 


解 | Ear= 一 | arecotCe ace ) 一 一 e arccot(e’)— dz _ 
er 1 十 e 
一 一 erarccote”) 一 二 [2z 一 In(1 十 ee)] 十 C 一 一 e <arccot(er ) 一 工 十 二 二 InCI 十 ex ) 十 C， 


*) 利用 1759 题 的 结果 . 


inCsinz) 4 
sin2 x 


【1833】 
提示 二 dz 一 一 dCcotz) ,使 用 分 部 积分 法 后 ,并 利用 1751 题 的 结果 . 


解 | InCsinz) dx dz 一 一 | ln(Csinz)d(Ccotz) 一 一 cotzln(Csinz) 十 | cot2 dz 


sin? 区 


一 一 cotzln(sinz) 十 (一 cotz 一 z) ”十 C 一 一 [z 十 cotzln(esinz)] 十 C. 


#* ) 利用 1649 题 或 1751 题 的 结果 . 


【1834】 | zdz ， 
COS 并 


提示 仿 1833 题 ,并 利用 1697 题 的 结果 . 


解 | cz 一 | zacanzy =ztanz— | tanzdz 一 ztanz 十 ln| cosz| "’*+C. 


COS 工 


<*) 利用 1697 题 的 结果 . 
er 
[1835] | 


xe” x er TXT rr 
解 | dz zeal )= TI 二 ze +| 和 = er(x 二 1)dzx= 一 行 ze +e 二 CC 


r 


但 


一 十 C. 
1 十 工 
下 列 积 分 的 求法 需要 把 二 次 三 项 式 化 成 标准 形式 ,并 利用 下 列 公式 : 
工 . [ee 2 = 二 aretan 王 十 C (a 0); I. | =- 二 s+c (a0); 
正 . | 去 mo 士 z | 十 C; N. | =ercsin E+c (a>0); 
a XI 

V. | 和 a# -m+ VT Far|+C; UL. | -十 十 Ci 

Z 士 a 人 十 工 


丰 . | Va:—x dr Ve 到 十 与 arcsin 二 工 十 C (a>0); 
出 ， | VT Fedr= 了 VT Ee 土生 Inlz+ VEFErI+C. 


求 下 列 积分 : 
+ dz 
[18361 | -Ss Cabz0). 
解 ” 当 ab>>0 时 ， 
dr 1 dCV18[z) 一 1 b | 
| 于 CVTal y+ VTeTry’ sgna 启 "(zVE) te 


当 ab<0 时 | 一 sena | Tos seno -| 一 下 人 
“ ， For sene | Tal—15 eno TT cvTaT yy ToTr)? 


_ sgna V [al 十 z WT5 | 
二 一 一 一 一 ] +C. 
2vV—ab | vial 一 zwVT2 


dx 
[1837] [= 


解 sr | yy 


[C1838] | 二 到 一 


解 5 至 | TI 


2 1 
地 十 (zx 一 三 
= 一 二 .mn > 1 +C1= 了 In |+c. 
3 NA 3 
【1839】 | == 
dx 1 d(zx’:—1) 1 zz 一 (V2 十 1) 
解 | 55 一 一 去 | 一 -1 dt |+c 
T2771 2 (rm1)— 2)? 4 了 |z+VE—1) 
工 十 1 
[1840] | id 
1 
和 人 1 | + LI_2tl ， | d(z+ 互 ) 
ZFztid ?十 z 十 1 7 2 」 赤 十 z+1 ™ 2 ] \: 了 
zx 十 束 ) +( 衬 ) 


2z 十 1 


一 译 In(z xzTD 十 启 aretan{ 


zdr 
一 2xcosa 十 1° 


解 | =| XCcosat cosa dz 
x i (Xx—cosa)’ 十 sin2a 
d [(z 一 cosa)2 十 sin2 a] | oso | d(xz— cosa) 


= 广 (Xx—cosa)’: 十 sin2a 一 cosa)2 十 sin2a 


r1841] [=a 


一 方 In(z* 一 2zcosa 十 1D 十 cota 。 arctan (ries) 十 C (a kx; 天 一 0, 士 1, 士 2,…) 
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1.、 1 
ad 1 zd(z2) 1 1 《一 亏 ) 王 
解 | 二 去 | CT | CT 
4 2 4 
d(x 二) d( 开 一 去 ) 


1 1 2 _1 2 —1 
4 ln(z 一 工 二 2 十 下 arctan 人 )+c. 
5 dx 


【1843】 | 
提示 ”如果 本 题 不 化 成 标准 形式 来 做 , 则 可 有 更 简单 的 做 法 ,只 需 注 意 


zdr _ 1， zsd(zs) Ll 2 
rir 2 3 "(rrtl) 9 (5 十 FT)dce)， 
即 易 获 解 . 
s 1 ll 
角 | zidz -于 | zd(x’) -人 元 ) 十 过 df :1) 
Xx x2 3 (wi) 一 了 3 (二 于) 了 < 2 
2 4 <“ 2 4 
1 \: 1 
1 
6 3 1 2 9 6 3 2 1 2 
(天 一 到) 一 开 这 ) 一 (“一 喜 ) 
1 1 了 二 (一至 ) 1 
一 一 ln| zs 3 一 2| ln +C=—ln{ |z3+1| (zc 一 2)2 十 C. 
6 "I 7 18 "| 3 ,1 9 
ED 
和 则 有 更 简单 的 作法 . 事实 上 ， 
Tdz _l1 Xdr) | 2 1 3 
| = 3 Cr —2) (r+1) 9 Ft ai) ) 
= 广 In{ it1| Cr 2) )+C. 
dx 
【18441 | sr 
人 
由 | dz _ dtanz) 1 | d(tanz 一 写 
3sin* x— 8sinrcoszr 5cos’ x 3tan2z 一 8tanzr 十 5 3 (t 四 ) 一 (二 ) 
3 3 
1 (nz 4) 
= ln 3 3 十 C 一 工 | 3sinx— 5cos7x 十 C 
2 Lo ( 全) 1 2 sinx— cosz ” 
3 tanz 了 
dz 
L1845] | rs 
: dx TX 
COs’ 芯 d(tan 子 ) 
解 ts zx 并 ?| zr 2 一 arctan 
2t 可 十 4 十 sec， (tan 也 +1) 十 4 


dz 
[1846] | -党 (bA0). 
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解 当 0>0 时 ， 


一 六 nlzV6 十 Vatbr’ | 十 Ci; 
| 了 
om | 
1 本 -| 一 全 二 近 - 一 一 和 一 =- 一 -arcsin(> -之 )+C. 
VaTbr Vb VWay Vor Vb a 
[1847] \、 
| 志 池 = 1 一 2 一 和 
a d(z 二 1) . /z+!1 
-一 一 -一 = | 一 一 一 一 一 arcsin 十 C. 

和 | 大乱 = | oresin( 

dz 
1848】 . 
[ | Xz 二 x? 

1 
d(z+ 地 ) 

解 | dz = -一 -nn Z 十 志 | 十 C. 


2 2 
WV 袜 十 工 (z+ 了 过) 1 


2 
注 “本题 即 1687 和 同形 式 的 结果 ， 


【1849】 | 志江 一 
V2 二 


dz _1 d(z- 却 ) 
解 | Vr -zt2 V2 5 
4 


= 起 (< 二 + 卫生 +1)+C 


【18$0】 证 明 : 若 > (aa 天 0)， 


则 当 a>0 时 ， | 在 -二 mn | 生 +Ci 
2 1 . 一 
当 a<<0 时 ， 一 = 一 一 -arcsin +c 
Vy VvV—a Vb’—4ac 
证 当 a>0 时 ， 
b 
d(z+ 芝 ) 
| 宇 = 1 | dz _1 | 2a b b C 
-天 二 一 二 一 In|z 十 二 十 /zx 十 一 zx 十 一 
3 二 
Vy Va :十 也 -十 c Va (z+ 之 ) 十 4c ~ Va 2a a a 
a a 2a 4a 
1 1 
一 + Vay |+e; 
一 万 
当 a 过 0 时 ， 
b 
| 和- ] | gy i 
Vy va 2_ be Va fe 
a 
b 
十 一 了 
1 .1 二 2a 1 . —y 
一 一 一 一 一 一 一 | 十 C= 一 二 一 . 
-en -二 oe 
一 2a 
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Fl 
二 一 V5 十 x 一 x tarcsin( 3 )+C. 


Zz 二 1 
0a52 | -二 id 
解 | z 十 1 :=| z+ 二) 去 1 
er 天 (zi) rE Vt) +2 


二 Vx’ 十 zx 十 1 二 部 In(z 二 本 十 Vx 十 xz 十 1 )+c 


[1853] | -一 天 一 一 dz 
-二 —27 
3 
2 -~ 
[ce 
VIi—3r —2z 2V2 D3) 2V2 V17 . 
16 AT 
3 
[1854] | 一 考生 一 . 
wz 一 2z2 一 1 
解 J rdr  _l zzd(z) _1 Da D1}| d(x —1) 
VT IT 2 VHT 2) Va 2| Va 


方 V2 | 1 Vr |+C. 


二 zx 
[1855] | 一 天生 一 
VPR 
ZX 十 x? _1 (1 十 zz)d(Cz2) 
解 “ | 一 一 二 dz= 二 | 一 -一 二 二- 
/Ir 2 -人 :了 
4 \” 2 


2 一 
| )+c 


【1856] | 一 二 一 Fi 
Er jy 


解 当 z>0, 设 z 一 二 ,1>0, 则 
dt 十 二 ) 
| 二 | 7 y 二 三 


Z 十 2 十 2 Vx 十 x 十 1 +c， 
I 


一 一 ln 


t+ 六 + VETIT1 | +G =—In 


当 z=0, 设 z 一 一 六 ,1>0, 显 然 有 


一 一 Inj|t 


+ VPI| + = In 


| dz 一 Z 一 2 一 2 Vx 十 zx 十 1 十 C 
x Vr’+z+l I 和 
总 之 ,不 论 区 为 正 或 为 负 ,; 均 有 


一 一 jn 


| dz XZ 十 2 十 2 wz: 十 xz 十 1 | 十 C 
7 VF = 
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【18S71 | 一 一生 7 
工 


解 作 代 换 :一 二 , 则 
Vititl dr 一 一 全 


XxX: Vr :+r—1l1=sgnt nn ， 7 

dz t 1 fd(—Ftt+1) ,1 di 
Ee | di=—( |( | 十 | ) 
j= vv 二 | 2 VET 2 」v 一 TI 


二 /RR 1 ,2i—1\" Vr+zx—l 1 . /x2 
(sgn) (一 VE TT + Zarcsin 后 ) +C= (sgnn)| > 六 和 十 二 arsin( 二 启 ) +C 


_ vr+zx—l ,ll . Z 一 2 
一 resin( 下 T+ C. 


其 存在 域 为 | z+ 十 |> 窟 . 


< ) 利用 1850 题 的 结果 . 
dz 

【18S8】 一 一 一 一 一 . 

| (z 十 1) wz 十 1 


提示 设 y>=z 十 1, 本 题 即 转化 为 1856 题 的 类 型 . 
解 设 y=z 十 1, 本 题 即 转化 为 1856 题 的 类 型 . 由 于 解法 类 似 , 且 x 十 1 的 符号 对 结果 没有 影响 , 故 仅 


就 * 十 1 盖 0 列 出 解法 的 主要 步骤 如 下 : 


| 一 一 上 一 -| dy | dy) 1_1 V2yt2| ,ce 
(z+1)vVr+l y V 光 一 2y 十 2 /2 -21 2 yV2 
y ?3 
一 1 1 一 x 十 V2(x’ 十 1) 
一 一 一 in| 一 一 二 一 一 一 一 C. 
2" Zz 十 1 I+ 
dz 
【1859] | -一 天 一. 
(x—1) Vr —2 
提示 设 x 一 1 一 地. 
2 
解 设 z 一 1 一 六, 则 (xz 一 1) V2 一 2 | dr= 村 di， 
2 dx sgntdt . /tl . Xx 一 2 
入 | 一 一 一 -一 | 一 一 -一 sin (Se )+C= 
代 人 得 cr) Vi TF seniaresin( 方 ) C arcsin( [万 )+C 
(|x| >>V2). 


dx 


【1860】 | . 
(xz 二 2)? Vx 二 +2x—5 


提示 设 z 十 2 一 二 ， 


解 设 z 十 2 一 十 , 则 (z+2)? VT TI dr=— id, 


| (二 到) 一 二 ]sgntat 


代入 得 | dz tsgntdt 1 | 
(z 十 2)2 Vr 十 2x 一 5 V1—2t—52 V5 6 1 \ 
三 ~(:+ 写 ) 


/7 一 
包工 十 2z- 一 5 + arcsin( 一 二 天 Z 十 7 j)+C. 


TT 2 iuf5TI1 +C= 
sgnt t—t ecsin( 后 )+C= py) [zt2 [6 
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其 存在 域 为 满足 不 等 式 x* 十 2+ 一 5 之 0 的 一 切 z 值 , 即 | z 十 1 | >V6. 
[E1861] | V2 二 zx— x dz. 


解 | Vaz x dz [V3 (zx }) da 人 > 二 ) = VT + arcsin( 全) 十 C. 


[1862] | V2 二 zx 二 x? dz. 


解 | V2TzTzdz= 人/ 二 +(z+ 寺 ) d(xz+ 言 ) 

一 经 二 1V3 下 5 干 环 二 二 in(z 十 二 十 V3Tz 二 本) 十 C 

【1863】 | Ve Ta Izdz, 

解 | Ve Ta 1rd | Ve TI d+1) 

= /RT I ine tl Ve Far) +C. 


2 
【1864】 |- ri" 
ya 站 
2 十 Xx 十 2 V1 十 Xx 一 x? 昭 4 
解 由 于 | 一 太一 = ee 十 Ci( 可 仿照 1856 题 求 得 )， 


27 一 
V5 


站) 十 C,， 


-一 -一 一 arcsin ( 


1 1 
dz Ln 
证 二 二 Ck b)-—— Vita + rcsin( FE )+C., 
二 (zx 一 互 ) 
1 一 Zz 十 x? dz 


所 以 ， 


dx zxdx 
te uc- | _ 
xr Vlt+zx—x 一 x Vl+t+zx—zx’ | 元 | -二 
= 一 ln [2 YI 人 x + 去 aresin( -起 ) WwW] 十 一 并 十 C. 


其 中 存在 域 为 满足 不 等 式 1 二 xz 一 性 0 且 x 关 0 的 一 切 z 值 , 即 | 一 去 | 一 此 及 zz0 


xz2 十 1 

[1865] | -= i 
提示 “注意 tl LT erzd(z 一 工 ) 

人 wz 十 1 [r+ (z—JL) +2 

y ri 
1 1 

sgnz{ 1 十 一 dz 一 一 

解 [- z+1 sen 2), -| 一 Ee» 二 +A/ (x ) +2) +c 


< 1 A+ 评 (zi ) +2 


一 ln 22 一 1 十 wz 十 1 tc 
工 
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8$》2. 有 理子 数 的 积分 法 
利用 待定 系数 法 , 求 下 列 积分 : 


2X 十 3 
【1866] | 到 YE 


解 题 思路 和 2z 十 3 三 A(z 十 5 十 BCz 一 
2), 令 并 一 2 及 >x 一 一 5, 求 得 A、B. 
27z 十 3 A B 、 
解 设 [一 信人 二 可 一 5 十 革 5, 通 分 后 应 有 2z 十 3 一 4(z 十 5) 十 BCz 一 2). 在 这 恒等式 中 ， 


令 xz 一 2 ， 得 7 一 74, A 一 1]; 令 z= 一 5, 得 一 7 二 一 7B, B=1. 


27z 十 3 1 1 
于 是 ， sd | (二 + 二)d In| (z 一 2)(Cz 十 5) | 十 C. 


x ) 注意 ,这 是 一 种 习惯 的 说 法 .实际 上 ,不 能 直接 令 z 一 2( 因 为 上 述 恒 等 式 是 当 工头 2，z 天 一 5 时 得 
出 来 的 ) ,而 应 令 xX 一 2 取 极 限 , 得 7 二 7A, 以 下 类 似 情况 都 作 此 理解 ,不 再 一 一 说 明 . 


xdz 


[1867] | 《Xx 十 1) (x 十 2) (zx 十 3》* 


, 工 _ A B C ,， 
解 设 性 二 ICzT2)(zT3) ”十 1+zT3t+z 二 3 通 分 后 应 有 z=A(z 十 2)(z 二 3) 十 Bz 十 1)《z 十 


3) 十 C(x 十 1) (x 十 2), 在 这 恒等式 中 ， 


令 z 一 一 1, 得 一 1 一 24， 4 一 一 于; 令 z 一 一 2, 得 一 2 一 一 B，B 一 2 
令 z= 一 3, 得 一 3 一 2C，C 一 一 也 . 
1 3 
dx 2 2 2 
于 是 ， CFI rT rt) + 二 + 
一 1 一 3 -1m| 人 Cz+2) 
=—4in|zt1|+2In| z+2|—3In|zt+3l+C ee +C. 
[1868] | 也 了 一 dz. 
10 — 
解 3 十 11z1 一 21zx7 十 43z? 一 85z 十 171 十 一 341z 十 342 


Zz: 十 xz 一 2 zx 十 zx 一 2 ” 


、， 一 34lz 十 342 A 加 
设 一 5 二 一 2 = -5+2 1, 通 分 后 应 有 一 341z 十 342 三 A(z 一 1) 十 B(z 十 2). 在 这 恒等式 中 ， 


1 
了 


令 z 一 一 2, 得 1024 一 一 34，A 一 一 -0 令 z 二 1, 得 1=3B, B 


于 是 [ss | zx 二 3x 5 ll 21 +43x—85z+171——1024 + 1 ]a 
， 好 十 x 一 2 ™ ™ ™ 3Cxt2) 3Cxr—D TT 


xX 8 3 5 ，11z5 一 2 4 85z2 
9 8 十 7 6 5 2 +171z 二 可 +C. 
Tx 十 1 
0869】 | -STF 
解 zi 十 1 ml 5x*—6zx+l1 5xz2 一 6z 十 1 
2 一 5z? 十 6 嫩 一 5z2 十 6 Z(Z 一 2)(Z 一 3) 


5z 一 6z 二 1 _A 
设 寺 2 一 人 (9 人 +- 二 十 二 人 3 , 通 分 后 应 有 5z 一 67x 十 1 二 A(zx 一 2)(z 一 3) 十 Bx(zx 一 3) 十 Cz(zx 


一 2). 在 这 恒等式 中 ， 
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_ 9 轩 _ 28 
令 z=0, 得 1 二 6A, A 言 令 z=2, 得 9 一 一 2B，B 一 一 二 令 z 一 3, 得 28 一 8C，C 一 与 . 


zx’ 十 1 加 1 9 28 
于 是 ， | dz= [1+ 去 re re 


三 zx 十 Fin|z| >ln|z 2 | 十 乞 8 | > 3| 十 C. 


870 | 到 党 id 
提示 。 可 不 用 代入 法 ,而 用 比较 恒等式 两 端 工 的 同 次 需 的 系数 , 解 方程 组 求 得 待定 系数 (当然 ,首先 将 
被 积 函 数 化 为 真 分 式 )， 


zx (44) 
解 rd lt Cia) 


设 一 (5z2? 十 4) — ArtB | 42z 十 Be 
(xz: 十 1) (x 十 4) x: 十 1 2 十 4 
Bs) (xz? 十 1)， 比 较 等 式 两 端 zx 的 同 次 军 的 系数 ,得 
x |Ai 十 A; 二 0， 
2Z2 | Bi 二 Bs 二 一 5， 
x! |4A1 十 As 二 0， 


, 通 分 后 应 有 一 (5x: 十 4) 寺 (Aix 十 B1) (x 十 4) 十 (Azsx 十 


x 4Bi 十 B;= 二 一 
1 __16 
由 此 ,A 一 0， B= ，A: 一 0， B; 3 于 是 ， 
zx 1 16 8 z 
| sd ra se | z+ 本 arctan7 一 了 arctan 本 十 C. 


Xdz 
[1871) [EE 一 3z 十 2 


I 并 A B C  、 
解 Paro Co x it 1 十 二 2， 通 分 后 应 有 xz=A(z 一 1)(z 十 2) 十 BCz 十 2) 
十 C(x 一 1)?. 在 这 恒等式 中 ， 
令 z=1, 得 1=3B， B= 池 ， 令 z= 一 2, 得 一 2 二 9C,C 了 
比较 x? 的 系数 ,得 A 十 C 一 0, 从 而 ,A 一 卫 . 于 是 ， 
工 d 工 2 1 2 四 1 2 
| = Dt yn D+ $n|| + 
xz 十 1 
[1872] | a5 rr) 
、 zx’ 十] __A B oo 
解 设 CT 一 TI 二 TCDTE 十 二 人 , 通 分 后 后 应 有 x 十 1 圭 A(x 十 1)(zx 一 1) 十 BC(z 一 1) 十 
Clz 十 1)?， 在 这 恒等式 中 ， 
令 z 一 一 1, 得 2 一 一 2B,，B 一 一 1 令 z 一 1, 得 2==4C, C 一 二 ， 


比较 z 的 系数 ,得 hoci ha 于 是 ， 


T+tl 1 1 1 1 _ 
enim es ta | inle -ll+atitc. 


【1873】 | (sr) dz 


rz A B C D 
解 人 (z 一 1)2(z 一 2)2 z it 1 zat er ar 
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通 分 后 


EE 
令 


应 有 x 二 A(x 一 (zr 一 2)? 十 BCz 一 2)? 十 C(x 一 2) (x 一 1)? 十 D(x 一 1)?*. 在 这 恒等式 中 ， 
I 二 1, 得 B=1; 令 z= 一 2, 得 D=4; 比较 zx? 及 zx? 的 系数 ,得 
A 十 C=0 及 5A+B—4C+D=1; 


由 此 ,A=4, C= 一 4. 于 是 ， 
rz vi 4 1 4 4 
| (ri) d EE iT 地 | 


一 4ln | z 一 1| 


一 1 
dx 
[1874] | (Zz 十 1)(Cz 十 2)2(z 十 3)3 


提示 为 了 求 得 待定 系数 ,可 同时 使 用 代入 法 及 比较 等 式 两 端 工 的 同 次 震 的 系数 ,这 样 做 ,可 减少 确定 
待定 系数 的 计算 工作 量 . 

解 设 
通 分 后 应 有 

1 三 A(z 十 2)2(z 十 3)3 十 B(z 十 1)(z 十 2)Cz 十 3)3 十 CCz 十 1)(Cz 十 3)3 十 DCz 十 1)(z 十 2)2(z 十 3)2 十 

E(z 二 DCz 十 2)2(z 十 3) 十 FCz 十 1)(z 十 2)2， 

在 这 恒等式 中 ， 

令 z= 一 1, 得 1-84, A 一 二; 令 z 一 一 2, 得 1 一 一 C，C 一 一 1 令 zx 一 一 3, 得 1 一 一 2F, 一 一 方 ; 
比较 x zr' 及 x 的 系数 ,得 


1 A B 


一 了 C 
(TI CT Ta z+1itzis 


( 工 十 2) 


- 卫 
工 十 3 


E F 


十 CHa + Cz 


十 -二 :十 


zx’ | A 十 B 十 D=0， 
zi 113A 十 12B 十 C 十 11D 十 E=0， 
zx |167A 十 56B 十 10C 十 47D 十 8E 十 F=0. 


17 5 
由 此 ,B 2,D ag’'E 二 .于 是 ， 


dx -| 1 2 1 7 5 1 1 
(x 二 1)(zx 二 2)? (zx 二 3)? 8(z 十 1) xz 十 2 (zx 二 2)? 8(z 十 3) 4(z 十 3) es ™ 
5 1 


一 工 _1 _17 5 + 1 
8 ln | z 十 1| 十 2ln|z 十 2| 十 二 5 8 In|z+3| tier arrazte 
一 in (Zr 十 1)(z 十 2)5 9z2z 十 50z 十 68 十 C 
8 (并 十 3)7 4(Zz 十 2) (zx 十 3)? “ 
四 dz 
【18757 | si 
1 _ 1 _A B C E 
解 TT 十 Xi 一 273 一 2x: 十 xX 十] (x 一 1)? (zx 十 1)i ZI tiiteory tt 


通 分 后 应 有 1 硅 AC(zx 一 1)(x 十 1)? 十 B(x 十 1); 十 C(x 一 1)? (zx 十 1)? 十 D(x 一 1)? (x 十 1) 十 E(x 一 1)?. 在 这 恒 
等 式 中 ， 


令 z=1, 得 1-8B，B= 和 


8 令 z= 一 1, 得 1=4E, E= 了 ; 令 z=0, 得 一 A+B+C+D+E=1; 


令 x 二 2, 得 27A 十 27B 十 9C 十 3D 十 EF 二 1; 令 z== 一 2, 得 3A 一 B 十 9C 一 9D+9E=1; 


3 3 
由 此 ,A 16° Cc 16 


1 
，D 了 地 "于 是 ， 


dz _ 3 1 3 1 1 
| si Ti || 6 -1 + gC + 8c T+ tc + rch | 
1 1 1 


3 3 
i6m|z 1| gc ti6n|ztl| rrr gtr+c 

一 3in|z+1| 3x +3xo2 

=- 言 hn| 于 i Br Tl tC 


2 十 5z 十 4 
【1876】 | To tad. 


十 5z 十 4 Az+B, Czxi+D 


解 设 Tz 十 57? 十 4 x 十 1 十 二 十 ' 通 分 后 应 有 


7X! 十 57 十 4 三 (Az 十 B)(x? 十 4) 十 (Cz 十 D) (x 十 1). 
比较 等 式 两 端 z 的 同 次 寡 的 系数 ,得 


x | 4 十 C 一 0， 
zx: |B+D=1,， 
Xx! |4A 二 C=5,， 
zx" |4B 十 D=4. 
由 此 ,A 一 也 , B 一 1, C 一 一 字 , D 一 0. 于 是 ， 
5 5 
一 Xx 二 1] 一 一 zx 
十 57z 十 4 ， 3 3 2 十 1 
| dz | (二 + dz 全 一 ln 过 二 1 十 arctanz 十 C. 
本 题 如 不 直接 用 待定 系数 法 将 被 积 函 数 进行 分 解 , 而 使 用 其 他 技巧 ,也 可 有 更 简单 的 方法 .事实 上 ， 
| x 十 5Xx 十 4 一 2 十 4 dz+5 | zdr dx + | 二 一 d(x’) 
X' 十 5x’: 十 4 (xz: 十 1) (x’: 十 4) (zx: 十 4) (C(x? 十 1) 元 十 十 (Crt) (r+1) 
1 2 x! 十 1 
一 arctanz 十 6 :|( (= 二 BF) dx ) 一 arctanz 十 一 sln 去 二 1 十 C. 
dz 
【18771 | cre 
、 1 A ,Brtc _ 
解 设 记 二 JC 二 1) 一 之 守 1 二 这 十 六 ' 道 分 后 应 有 1 寺 A(x’ 十 1) 十 (Bx 十 C)(x 十 1)， 比 较 等 式 两 端 


工 的 同 次 星 的 系数 ,得 
x |A+B=0, 
x! | B+C=0,， 
xz" | 4 十 C 一 1. 


1 1 1 
由 此 ,A 2°B CC 这. 于 是 ， 


dx 1 1 1 1 2 1 
CF TD esss 3 | 入 加 jz 十 1 一 下 Ia(z 十] 十 到 arctanz 十 C 


2 
= 地 In Ee) 十 arctanz 十 C 
[1878] | rr 
(xT:—4zt+4)(zx:—4r+5)° 
— > 、 1 
示 定 系 数 法 ， 一 些 . 形 为 -1 
提示 本题 若 用 待定 系数 法 , 较 麻 烦 一 些 可 将 被 积 函 数 变形 为 一 3 Coy z 二 1 后 ， , 即 易 获 解 . 
解 ” 由 于 1 _ (好 一 4z 十 5) 一 (z2 一 4x 十 4) 1 加 1 
(z 一 4z 十 4)(z 一 4 十 5) (zz 一 4z 十 4)(z2 一 4z 十 5) (Z 一 2)2 2 一 4z 十 5? 
dz 1 1 1 d(x—2) 
于 是 ， (CAT Cr dT) | | a2 zr 72 | tai 


一 一 arctan(z 一 2) 十 C, 
并 一 2 


本 题 若 用 待定 系数 法 , 较 麻烦 一 些 , 也 可 获得 同样 的 结果 ,此 处 从 略 . 


xrdzx 
[1879] | (x—1) (x 十 2z 十 2 入 


、 并 A B Cz+D 
解 设 (rT2rt2) zi11 Cr-1)? x32z43* 通 分 后 应 有 
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rf 三 A(x—1)(zx? 二 2x 十 2) 十 B(x? 二 2x 十 2) 十 (Cz 十 D)(z 一 1)?. 


比较 等 式 两 端 z 的 同 次 宕 系数 ,得 
习 | A+C=0, 
z | A+B—2C+D=0, 
x! | 2B 十 C 一 2D=1， 
z | 一 24 十 2B 十 D=0. 


工人 = | 1 十 1 加 Xz 十 8 dz 
| vr a 25(z 一 1) 5(z 一 1) 25(z: 十 2z 十 2) 


一 工 | 1x—1| 一 1 _1l 2z 十 2 dzr—_ d(z 二 1) 
25 7°17 5(z—1) 50) z+2rts 25 J) (z+1):+1 


= 南 In| zx 一 1| 一 Fc 击 InCz 十 2z 十 2) 一 25 arctan( 工 十 1) 十 C 


1 cb 1 7 
“50m Riot rl) 25ctan(rtl)+C. 


dx 
[1880] | arr 


、 1 B Cz+D .、 
解 设 5i 下 GET5 一 全 15 全, 通 分 后 应 有 


1 三 A(z 十 1)(1 十 x 十 zx?) 十 Bzx(l 十 Xx 十 x?) 十 x(x 十 1) (Cz 十 DD). 
比较 等 式 两 端 z 的 同 次 窒 系 数 , 得 


Xx | A+TB+C=0,， 

xz: | 2A 二 B+C+D=0,， 
zl | 2A 十 B 十 D=0， 

x | 4 一 1. 


由 此 ,A==1, B= 二 一 1, C= 一 0, D 二 一 1. 于 是 ， 


| dz -| 1 1 1 、 
立 (1 十 z)(1 十 z 十 z2) (去 1 十 工 证 车头 )dz 四 


本 题 也 可 以 不 用 待定 系数 法 .事实 上 ， 
1 1 1 1 1 1 1 


zx(ITA Fritr) (Cri )tzir) zitz ltztx x Iix 1 二 x 二 x 


【1881]】 [二 
解 设 一 一 -全 -十 -了 8? 十 C_, 通 分 后 应 有 1 三 A(x? -zx+1) 二 (Bz+C)(z+1)， 比较 等 式 两 端 
TI 十 ] XY 十] xz: 一 zx 十 1” 品 < “ ™ 
的 同 次 窒 系 数 , 得 
x’ A 二 B=0,， 
xz! | 一 4 十 B 十 C=0， 
x | A+C=1. 
1 po- lc-2 
由 此 ,A a'B aC 3 于 是 ， 
1 
| [3 -liartl | dz 一 王 
2 十 1 3(z 十 1) 3(z 一 xz 十 1) | 3 zTI 6 zzrtl* 2 1\ 3 
rz 一 五) + 二 
1 (rt+D)? 1l 2zx—1 
一 于 ln + 让 etn 请 +C. 
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2 et Bx 十 C , 通 分 后 应 有 zx 三 A(x!: 十 x 十 1) 十 (Bx 十 C)(x 一 1). 比较 等 式 两 端的 


ZX 一 1] x 十 x 十 1 
同 次 里 系数, 得 
zx’ |A+B=0, 
Xx! 1A—B+C=1, 
zx"|A—C=0 
由 此 ,A 一 广 , B 一 一 言 ,C 一 计 . 于 是 ， 


| Ea -=| 1 工 一 ] 
2 一 1 [5 3(zz 十 z 十 1) 


1 
dz 1 2z 十 1 d(z+ 志 ) 
2 


3 | 一 十 Zz 十 3 | 
= | 
3 」z 一 1 好 十 z 十 1 2 1 3 
(z+ 亏 ) 十 亏 


【1883】 | dz 
Z 一 1 


提示 。 本 是 车 用 待定 系数 法 , 较 麻烦 一 些 . 可 将 被 积 函 数 变形 为 二 人 ) 后 , 即 易 获 解 


_ 1 

Z2 一 ] zi 
dz 1 1 

解 zi- 寺 | (= 二 二 )dz= 4 

本 题 若 用 待定 系数 法 , 则 较 麻 烦 . 从 上 略 . 


[1884] -党 


zx—1 


1 
zx 十 1 2 


arctanz 十 C. 


4 十 1 
解 题 思路 ”本 题 若 用 待定 系数 法 , 较 麻 烦 一 些 . 可 将 被 积 函 数 变 形 为 
1 /z+1l zl 
(Si 1) 
然后 利用 1712 题 及 1713 题 的 结果 ,并 注意 


arctan (三 局 ) 一 到 +aretan( EEE ) ， 


即 可 获得 所 需 的 答案 . 
解 ”本题 如 用 待定 系数 法 来 作 , 主 要 步骤 如 下 : 
设 1 Arz 十 如 Cz+D 


一 V2 1 V2 1 
4 二 一 一 一 一 一 十 一 一 一 一 一 ， 4= 坚 ， 了 一 过， C 一 一 一 ， 了 一 一 . 3 
x 二 1 XxX? 十 TV 十 1 zx? 一 TV2 十 1 经 计算 可 求 得 2 4 2 于 是 


dz -| 4” 了 | 4 2 
Z 十 1 Xz’ 十 TV2 十 1 x’—xV2++1l 
(z+) ee- 
Z 十 z 
人 


(z+ 宪 ) + 证 (=+ 笃 ) + 二 


4V2 
_L_ln i (= )+c 


一 arctan 
1 一 


4VI  z 立 一 zVZ 十 1 4 


一 -rincz 十 zvVE 十 1) 一 Incza z+]+ 宪 [arewn (国人 )+aretan (好 )]+e 


和 
1 


5 


本 
1 fzml, 1 王 一 1 ”1 2 一 过 V2 十 1 十 C 
dz- 半 | dr= arctan( 并 ) 4V2 “好 十 xz 二 1 ' 


注意 到 arctan (三好 1) sl ) ,最 后 即 得 


dz 1 工 V2 1 ， ?十 zV2 十 1 Te 
ZH arctan (三 一 5) + Tl atl 
x) 利用 1712 题 的 结果 . 
x #x) 利用 1713 题 的 结果 . 
dx 
【1885S】 | 运 芭 二 
1 Azr+B Cz+D 


解 设 于 TI 下 +zt1tz7 一 z 二 1' 考分 


比较 等 式 两 端 z 的 同 次 里 系数 ,得 


后 应 有 1 圭 (Ax 十 B)(z 一 x 十 1) 十 (Cx 十 D) (zx 十 x 二 1). 


23 | 4 十 C 一 0， 
2 | —A+B+C+D=0, 
x | A—B+C+D=0, 
zx | B+D=1. 
1 pl rr _l pl 
由 此 ,A 去, B 一 吉 , C 一 一 记 , D 一 去 .于 是 ， 
1 tl) 去 (x 一 D 


dz 

| 二 Si- em 二 Id 
+ 二) 
+ 去 ) 
) 


-1 | Geta HT 
TI 十 十 3 -地 xz! 一 Zz 十 1 


Cz 一 Ddz | 1 ll 
十 


= 于 [ln(z 十 zz 十 1) —ln(x? i [ arctan (9 ) +arctan( 2z—l1 ) | + 


V3 
1 rz+tl, 1 V3 ln<+zxt+1l,_1 zl 
-4 +0 = In FIt Zn( 3 )+c. 
如 不 用 待定 系数 法 解 本 题 , 则 更 简单 些 ,解法 与 上 题 类 似 : 
1 1 
[二 上 证 -了 [各 #1 | 2 a1/ 
RFT 2 |) zz 二 Id 到 十 好 十 1 2 1 1 
卫 十 1 十 雯 好 十 1 十 二 
1 1 
_ d(x 三 ) -| d(z+ 三 ) ?一 1 1 trtlle 
2 | 2 (z+ 1 Je 二 4 zzxtl ~ 
TX 
【1886】 | 二 i 
解 ” 本 题 如 用 待定 系数 法 来 作 , 运 算 较 麻烦 ,经 计算 可 得 
次 x+ 二 二 3 


1 1 
ZHI mit 二 好 2 一 zVS 十 1 
积分 步骤 与 1884 题 与 1885 题 完全 类 似 , 不 再 详解 ,其 结果 为 
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于 十 ZWV3 十 1 


工 arctanz 十 工 Garctan( 工 ) 十 一 一 


2 二 妇 2 一 V3 十 1 
本 题 如 不 用 待定 系数 法 来 作 , 则 更 简单 些 .下 面 列举 两 种 解法 : 
人 1: 
Ea Ca 好 十 (到 一 好 十 ， 1 Cx—D)(r+tl) 
2 2 3 | 未 十 14 -去 | 云 十 1 下 一 2 元 | zi 十 1 dr | iD ri 
+ 二) 

_ 1 z 好 一 ] _ 11 dca) dz+ 坪 ) - 

2 | 二 iaz+ 2 | 2 | 过 6 T+ arctanr 3 ;7 +1) -3 

z TX 
2 

一 于 arctan(zz ) 十 去 aretanz 十 下 三 te 1 十 C 


解法 2; 仿 照 1881 题 的 分 解法 ,可 得 
1 22 一 2 


z= 3(z2 十 1) 3(x—z 二 +1) 
于 是 ， 


J 旦 -二 |- 典 1- 二 (x — 2 dz 
3 jz 十 1 3 Jx‘—x 二 1 


arctanz 一 1 | (十 1) 十 (x 一 1) 
x 一 Zz 十 1 


zx 十 1 ;| #4 zx—1 
ep 2 Za Ti 

d(x— 
1 ) 

工 一 


( 三 ) 十 1 


1 f(z2 十 1) 一 (ze 一 1) 4 


dz 十 可 x 一 zx 十 1 


I 


1 1 
可 arctanz 十 于 | 


| 


1 1 
可 arctanz 十 主 | 


-TS 


好 一 1 1 ， 妇 十 zV3 十 1 
十 一 二 一 2v= 
) AV3 zy3tl 


一 工 1 
一 本 arctanz 十 6 arctan 


两 种 答案 形式 不 同 ,实质 上 是 一 致 的 . 


dz 
【1887] | aaa 


1 _ A B ,CHD , EztF 
解 设 叶 D0Tejdte) ZTittztit Zr 二 1 十 于 二 xz 十 T, 通 分 后 应 有 


1 生 A(z 十 1)( 妇 十 1)( 妇 一 z 十 1) 十 如 ( 妇 十 1])( 妇 一 z 十 1) 十 (Cz 十 D)Cz 十 1)2( 妇 一 z 十 1) 
十 (CEz 十 FDCz 十 1)2( 刀 十 1). 
比较 等 式 两 端的 同 次 客 系 数 ,得 


zx | 4 十 C 十 下 一 0， 

x | B+C+D+2E+F=0, 
zx | A—B+D+2E+2F=0, 
x | A++2B 二 C++2E 二 2F==0， 
ZL |—B+C+D+E+2F=0, 
zx | A+B+D+F=1. 


由 此 ,A 一 地, B= 证 ,C=0, 了 方 ,' E 了 ,下 0. 于是， 
dz _ 1 1 1 
GDCOTZOTE) Te gr | 


1 
-Tanli+zl- + 了 [= 中 -| d(z 一 互 ) 
一 可 了 | 工 | 一 Gz 元 二 arctanz 6 Zi zti 6 ( I) + 三 
2 4 

1 (z+1)’ 1 1 1 2z 一 1 十 
= 一 -一 C. 

Gn 去 一 7 十 1 grit arctanx sn( V3 ) 

dz 
01888 | = 一 ET 
1 1 _ A , BritC , DztE 


解 设 Tl (Tt) zitrtrtil rt 
通 分 后 应 有 1 二 A(x 十 x 十 D(z 一 x 十) 十 (Bz 十 OCz 一 D(x 一 zx 十 1) 十 (Dz 十 E(x 一 (x 十 zx 十 1). 
比较 等 式 两 端 x 的 同 次 帘 系 数 , 得 

x' | AT 十 B 十 D=0， 
xz’ | 一 2B 十 C 十 E=0， 
zx: | A+2B—2C=0, 
zl | —B+2C—D=0,， 
x | A—C—E=1. 


1 
，B 3' C= 


1 

3 

| 二 二 -| _ 1 _ ?zz+l  _ 1 yy 
ZX 一 x 十 x 一 zx 十 Zz 一 1 3(z 一 1) 6(x: 十 zx 十 1) 2(zx!: 一 zx 十 1) 


1, (zx—D) 1 2z 一 1 
一 6 FFI 一 启 eretn( V3 )+c. 
[1889】 | < 此 . 
XY 十 3 十 本 王 十 3z 十 1 
、 _ Az+B Cz+D 
解 设 一 元 二 25 十 ， 通 分 后 应 有 


二 32 十 了 如 二 37 十 1 xz 十 z 十 六 


z=(Az+t+B) (ze 十 z 十 到) 十 (Cz 十 四 (x 十 2x 十 2). 


比较 等 式 两 端 z 的 同 次 窒 系 数 ,得 
x | A+C=0, 
x | A+B+2C+D=1, 
zx 全 十 B+2C+2D 一 0， 
。|B 


I +2D=0. 
由 此 ,4 一 去 ,B 一 总 2 ,c=-- 二,D= 5， 于 是 ， 
| zdz -中 4C(x+3) 4z 十 3 |= 
十 37? 十 全 十 3z 十 1 5(z 十 2z 十 2) 5(z 十 z 十 二 ) 


1 
-2 | Gor | at 2 Grtbar_1 | d(x+ 鼠 ) 
z+1):+1i 5 ( 2 


和 4 
十 2z 十 2 zr 十 z 十 二 


XZ: 十 2z 十 2 


1 


_2 
一 5 
三 十 z 十 记 


十 总 arctan(z 十 1) 一 之 arctan( 2zx 十 1) 十 C. 


【1890】 在 什么 条 件 下 ,积分 | 呈 二 包 edz 为 有 理 函 数 ? 


解 设 2 二 多 一 全 十 且 十 与 二 7 十 二 二 7 , 通 分 后 应 有 
az 十 bz 十 c=Az(z 一 1)2 十 Bz(z 一 1)2 十 CCz 一 1)2 十 Dzs(z 一 1) 十 已 z. 

比较 等 式 两 端 的 同 次 者 系数 ,得 

x | A+D=0, 

Tz | 2A 二 +B 一 D+E=0， 

x | A—2B+C=a, 

zx! | B—2C=b, 

Tz | C=e. 


由 此 ,A=a 十 25 十 3c,B=6 十 2c,C=c,D 二 一 (a 十 26 十 3c) ,E 一 a 十 6b 十 c. 当 A 一 D 一 0, 即 < 十 20 十 3c 一 0 时 ,积分 


cz 十 好 二 < dz 为 有 理子 数 . 
Za (一 ]1) 


利用 奥 斯 特 罗 格拉 荧 基 方法 :* , 求 积分 : 


xdxr 
L1891) | Cr Dirt 


解 Q=(z 一 D):(Cz 十 1)3， @@ 一 (z 一 1)(z 十 1)2 一 妇 十 好 一 一 1， 和 全 一 (z 一 1)Cz 十 1) 一 好 一 1. 
、 并 _ /Art+Bzrt+C\’ ,Dzxt+E 
设 (zx—1) (zx 十 1)3 (二 11) 十 均一 了" 从 而 ， 

AB De DHTBETOFDLEG Dre 
比较 等 式 两 端 工 的 同 次 宕 系数 ,得 


zx | D=0, 

7 |—A+D+E=0, 

22 | A—2B—D+E=0, 

x! 2A 二 +B 一 3C 一 D 一 E=1， 
局 | ~—B+C—E=0. 


由 此 ,A= 一 二 ， B= 一 工 , C= 一 工 , D=0, E 3 于 是 ， 
| ZT 十 zx 十 2 -去 | dz _ z+x+2 + 去 于 |+c 
Gy TD BH 8) 71 Brit 16 


[ls92】 | mr 


所 谓 奥 斯 特 罗 格拉 蒋 基 方法 ,是 指 关于 有 理 真 分 式 Ge 的 积分 ,可 以 借助 代数 方法 来 分 离 成 一 个 真 分 式 与 另 一 个 丰 


分 式 积分 的 和 ,使 在 新 的 被 积 真 分 式 函 数 中 ,其 分 母 次 数 达 到 最 低 状态 ,也 即 在 公式 
了 (z) dv -总 思 + [全 (3dr 
God Q(z) Q(z) 


中 ,如 果 P(r) ,Q(z) 已 知 , 且 设 分 母 Q(x) 可 以 分 解 成 一 次 与 二 次 类 型 的 实 因 式 : 
Q(z)= (zx—a)t (ri 二 pr qn, 
其 中 &,…,m,… 是 正 整 数 . 在 公式 (1) 的 右 端 分 母 已 知 , 形 如 ， 
Q(T)=r—a lprt oD" lr) = (ra) ri 二 pri 
且 满 足 Q(z)。Qz(z) 二 Q(z). 而 Pi(z) 和 Ps《z) 为 相应 比 Qi(x) 和 Q(z) 更 低 次 的 多 项 式 , 一 般 可 用 待定 系数 法 求 
得 . 这 种 利用 公式 (1) 求 积分 的 方法 ,就 是 所 谓 的 奥 斯 特 罗 格 拉 芯 基 方 法 . 详细 可 以 参见 I. M. 菲 赫 金 哥 尔 芯 著 (北京 
大 学 译 ) , 微 积分 学 教程 ,第 二 卷 一 分 册 ,第 264 目 . 


(1) 


一 一 《题解 5 作者 注 


ds 


_ 1 _/Ar+BrtC\Y’ , Di+EztF 交 
提示 全 CTD ( 27 一) 27T1 ,并 利用 1881 题 的 结果 
解 Q=(z+1):(z2 一 z 十 D)2，Q 一 人 一 也 十 1. 
、 1 _ /Az+Bzrt+C\’ , Dx:+Ezt+F 
设 (x 十 1)? ( x: 二 1 ) + zx: 十 1 ， 从 而 ， 

1=(2Az+B)(z cD)—3r (Ar +Bri+O) + Dr +EzrtF) (z+1). 


比较 等 式 两 端 z 的 同 次 宕 系数 ,得 


x | D=0, 

x |—A+E=0, 
x | 一 2B 二 F=0,， 
Xx | 一 3C 十 D 一 0， 
x! | 2A+E=0, 
zx | B+F=1. 


由 此 ,A 二 0, B 二，C 0,D 0, E=0, F 一 也 .于 是 ， 


| dz 工 十 了 dr _ I 十 1 ln (《 工 十 1) 
Cr+) 3C7+1) 3 Jxrtl 30 十 1) 9 了 一 z 十 1 3V 了 3 


xx ) 利用 1881 题 的 结果 . 
dr 
[ls93】 | cP 


解 Q=(z 二 1)?，Q=(z 十 1)?， 多 = 十 1. 


设 1 _『rAxi+Bxr++Cz+D “十 Ez 十 下 
(zz 二 1)? Z 十 1 


到 + "从 而 ， 
1 二 (3Az:+2Bz+O) (x 二 +1)—4r(Ar: + Bz 二 Cz 二 DD 十 (Ez 二 F(z 十 1)?， 
比较 等 式 两 端 zx 的 同 次 寡 系 数 ,得 

x | E=0, 
x | 一 A 二 +F=0， 
2 | —2B+2E=0, 
zx | 3A—3C+2F=0, 
zx! | 2B—4D+E=0, 
Tm | C+F=1. 


由 此 ,4A= 总， B=0, C=2 


一 0，E=0,F 一 了 
5， 一 0, 下 0,F 8' 于 是 ， 


_z(3z2 十 5) dz X30) 3 rctanz 十 C 


[a 
(zx 二 1) 8(z: 十 1)? 8 JJz 十 1 8(z 十 1)2 8 


dx 
L1894] | (过 十 2 十 35 


提示 ”本题 如 不 用 奥 斯 特 罗 格 拉 蒋 基 方 法 ,可 有 更 简单 的 方法 . 事实 上 ,有 


x (x 十 2x 十 2) 一 (2z 十 2) 
(z++2x+2): (好 十 27 十 2) 


解 Q(z 十 2z 十 2)?, Qi 一 @ = 二 zx 十 2x 十 2. 
、 zx _/_ArtB \’ , Czx+D 
设 Tra (na) Wp 从 而 ， 

A(T 二 27r 二 2) 一 2(x 十 1) (Az 十 B) 十 (Cz 十 D(z 十 2x 十 2). 
比较 等 式 两 端 z 的 同 次 只 系数 ,得 
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7 | C 一 0， 

x | 一 A 十 2C 十 也 一 1， 
zl | 一 28B3 十 2C 十 2D 一 0， 
x | 24 一 28B 十 2D=0. 


由 此 ,A 二 0, B= 二 1, C 一 0, D==1. 于 是 ， 


1 dz _ __l dz+l) _ 1 
i 二 | a srrat Cit Tr tectan(ztl) tC. 


本 题 如 不 用 奥 斯 特 罗 格 拉 茨 基 方法 , 则 更 容易 得 出 上 述 结果 .事实 上 ， 


xX:dx (x dz | 《2z 十 2)dz 
a (zx: 二 2z+2)’ ZX? 十 2zx 十 2 (zx!:++2zr+2)? 
dz 十 1) _ [d(x 二 2z+2) 二 arctan(z 十 ]) 十 1 十 C 


iD + (十 2z 十 2)5 死 十 27 十 2 


【1895] | Ty 


解 Q=(xi 十 1 ，Q = 二 Q = 二 zx! 十 1， 
、 1 /74z 十 Bz 十 Cz 十 D\”，Ez 十 Fzz 十 Gz 十 所 
设 CH 人 2 二 ) + 41 ' 从 而 ， 


1 三 (3Ax’ 十 2Bz 十 OO (x 十 1) 一 4 (Mx? 十 Bx 十 Cz 十 DD) 十 (Ex 十 Fr 十 Gz 十 H)(x! 十 1). 
比较 等 式 两 端 z 的 同 次 宕 系数 ,得 
xz’ | E=0, 
x | 一 A 十 下 一 0， 
zx | —2B+G=0, 
x | 一 3C 十 五 一 0， 
| —4D+E=0, 


x | 3A+F=0, 
zr! 2B 十 G= 二 0， 
x | C+H=1. 
由 此 ,A=0, B==0, C= 子 ' D0, E~0, F 一 0, G0, 有 H 一 了 .于 是 ， 
工 3 dz TT 3 n+tzv2+l1 3 yi 
Cx Gy- TD 4 Iti rt 16/3 "xyitl Ba 71 tC. 


x*) 利用 1884 题 的 结果 ， 


好 十 3z 一 2 
[1896] | (zx—1)(z +z+1)? 


解 Q(x 一 D(x 十 z 十 1)??， 和 一 好 十 z 十 1， 息 一 (z 一 1)( 妇 十 z 十 1). 


设 好 十 3z 一 2 一 ( Azr 二 +B Cr:+Dzt+E 从 而 
(zx—1)(z 二 zx 二 1)? Zz: 十 z 十 1 (z 一 1)( 妇 十 z 十 1) ” 


一 十 3z 一 2 反 A(z 一 1)( 巡 十 z 十 1) 一 (2z 十 1)(Az 十 B)(Cz 一 1 十 (Cz 十 Dz 十 已 )( 妇 十 z 十 1). 
比较 等 式 两 端 z 的 同 次 寡 系 数 ,得 


dx. 


) + 


C=0, 
一 4 十 C 十 D=0， 
A—2B+C+D+E=1, 
A+B+D+E=3, 

一 4 十 B 十 E= 一 


rN RS 9 
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5 


五 工 一 1 


5 2 5 | 3 
由 此 ,A= 襄 ' B 一 ,C0, D 一 ,EF 一 一 1, 再 将 一) CZ 十 x 二 站 分 解 ,可 得 


S51 
3™ _ 2 2z 一 11 
(z 一 1)( 妇 十 z 十 1) 9(z 一 1) 9(z 十 z 十 1 六 
zr 二 3x 一 2 5zx+2 2 1 dz -1 2z 一 11 
于 是 ， Ci rrr 9 | zi 元 十 zidz 


十 2z 十 1 _2z 十 1 J. | d(z+ 鹿 ) 
Zz 十 zx 十 1 (z+ 去 j 


5Zx 十 2 


一 5z 十 2 ,2 | 
re 


2z 十 1 
V3 


5z 十 2 十 工 (zx—1)’ 
”3 十 T) 


8 
Sln 去 于 ZI 十 了 aretan 人 


)+c. 
dx 

0ao71 | ey 

解 Q=(x 一 1)?, Q@=(x' 一 1)’, @&=zx'—1. 


设 1 -| P(xz) ] + ,Rt 


(zi—1) | (Cx'—1)? 


Pz)=Ax’ +Br+Ce+Drt+Er+Fr+iGrtH, P(x)=Ar+BrtCrtD, 
从 而 ,利用 待定 系数 法 , 解 出 A 二 0, B==0， C= 态 , D= 0, E=0, F=0, G= B"H 0,A =0, B=0, 


Ci 一 0, Di 一 移 . 于 是 ， 


7 她 一 11jz ，21 dz 7 妇 一 11z 21，| zl 一 1| 21 ) 
| a 82 1 32) 71 3 1 + i128 | 64uctanr” TC. 
x*x) 利用 1883 题 的 结果 ， 
分 出 下 列 积分 的 代数 部 分 : 
也 十 1 
as8 | crf tye 
、 十 1 _Ar+t+Br+Cz+D A 十 Blix 十 Cix 十 DD 
解 设 | cteitl 1 riatl 


上 述 等 式 右 端的 积分 为 非 代数 部 分 ,因此 ,只 需要 求 出 A.B.C.D 就 可 以 了 . 等 式 两 端 求 导 并 通 分 ,得 
ZT 十 1] 寺 (3Axr: 十 2Bzx 十 O) (x 十 十 1]) 一 (4x 十 2z) (Ax’ 十 Bx 十 Cr 十 DD) 十 (Mx 十 Biz? 十 Clix 十 DD) 
* (zx 十 蕊 十 1). 


比较 等 式 两 端 + 的 同 次 舌 系 数 , 解 出 A= 韦 ，B 一 0, C 一 言 , D0, A 一 0， Bi 一 语 , Ci 一 0, Di 一 子 .因此 ， 


所 求 积分 的 代数 部 分 为 一 二 2 


6Cx! 十 十 1)” 
dz 
十 一 一 一 一 
1599 | 二 下 1 
Azr; 十 Br 十 Cz; 十 Dx 十 Ez 二 下 Gx: 十 Hz 二 +L 
解 设 | cpr (十 Zz 十 1)? 十 ;十 Xz 十 1 dx. 


对 上 述 等 式 两 端 求 导 并 通 分 ,得 
1 三 (5Azx' 十 4Bz’ 十 3Cz 十 2Dzx 十 E(w 十 x 十 1) 一 2(3z 十 DCAzx; 十 Bx 十 Cx 十 Dx 十 Ex 十 F) 
十 (Gz 十 Hz 十 L)(z 十 zx 十 1)7. 


243 = 357 405 315 156 _ 224 


243 ，_ 357 


G-0，H 一 玉 ，L 一 站 [因此 ,所 求 积分 的 代数 部 分 为 
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486 帮 一 357 刀 十 810 刀 十 315 刀 一 312z 十 448 
1922(z3 十 工 十 17) “ 


4 —1 
0900 ke 
、 4 太一 1 _Azr' 二 Bx’ 十 Cx 十 Dz 十 E | 
解 设 | Z5 十 并 十 1 十 25 十 z 十 1 dx. 


对 上 述 等 式 两 端 求 导 再 通 分 ,得 
4z 一 1 二 (4Ax’ 十 3Bx 十 2Cz 十 D(z 十 x 十 1) 一 (5x' 十 (Ax! 十 Bx 十 Cz 十 Dz 十 EE) 十 (Fx 十 Gx 十 


Hz 二 Lz+MD (zx 二 zx 二 1). 
比较 等 式 两 端 zx 的 同 次 矫 系 数 , 解 出 A=0, B=0, C=0, D=—1, E=0, F=0, G=0, H=0, L=0,， M=0. 


因此 ,所 求 积分 的 代数 部 分 为 一 二 二 = 二 7 全 部 积分 ). 


、 dz 
[900 计算 积分 | zr 了 gz7 了 rT2z 寺 I 


解 QQ 一 x 十 2 十 3 十 2x 十 1 二 (十 Xz 十 1)?， QI 一 电 一刀 十 z 十 1. 


、 1 _/ _Az 二 B \’ , Czx+D 
设 TT ta tarti™ (ati) 十 去 十 z 二 1, 从 而 ， 
1 圭 A(x? 十 x 十 1) 一 (2z 十 1)(Ax 十 B) 十 (Cx 十 D)(z 十 z 十 1). 


2 


比较 等 式 两 端 z 的 同 次 矢 系 数 , 解 出 A 一 子 ，B 一 广 , C0， D 一 己 . 于 是 ， 


| dz 2z 二 1 十 2 | dz 2z 十 1 十 2 | 
XX 十 2 十 3T? 十 2z 十 1 3(z 十 z 十 1) 3 Jx: 十 x 十 1] 3(z 十 z 十 1) 3 (x 


aC t+) 十 了 arctan 人 局 )+C 


【1902】 在 什么 条 件 下 ,积分 | -5 十 2 十 25 dz 为 有 理 函 数 ? 


解 (1) 当 a 天 0 上 且 忆 一 ac 一 0 时 ,az 妇 十 26z 十 c 一 a(z 一 xo)? ,其 中 zo 为 实数 .此 时 


az 十 26zr 十 7 _ CCZ 一 Zo) 十 2azo (zz 一 2 ) 十 a 雄 十 268(z 一 z) 十 26z 十 7 
(az 十 28zr 十 c)2 a’ (zx— zxo) 


a 十 2azo 十 28 十 9 到 十 28m 十 7 


ez2(z 一 如 ) ai(x—zxo): az2(z 一 六 ’ 
从 而 ,积分 为 有 理 函 数 . 
(2) 当 a 天 0 且 听 一 ac 关 0 时 , 则 设 


ar+2pBrty _/_ ArztB \ ,| Cr+D 
(ax: 十 2bz 十 c)? (a Fe) az2 十 20z 十 c” 


从 而 ， az 十 28z 十 7=A(azz 十 25z 十 c) 一 (2ez 十 20)(Az 十 B) 十 (Cz 十 D)(az2 十 20z 十 c)， 
比较 等 式 两 端 z 的 同 次 宕 系 数 ,可 解 得 C 一 0,D 一 2 二 人， 从 而 , 当 ay 十 co 一 2 好 时 D 一 0, 此 时 积分 为 有 
理 函 数 ， 

(3) 当 4 一 0,0 天 0 时 ， 


上 Cac 
azz 十 28z 十 7 _ b (z+ 夯 )+ 禾 


(az2 十 25z 十 c)2 


故 当 26 一 笃 一 0 即 ac 一 288 时 ,积分 为 有 理 函 数 .这 种 情况 可 归并 到 ay 二 ca 一 2 组 中 去 . 


(4) 当 a==b 二 0, c 关 0 时 ,积分 显然 为 有 理 函 数 . 这 种 情况 可 归并 到 一 ac 二 0 中 去 . 
综 上 所 述 , 当 如 一 ac 二 0 或 ay 十 ca 二 288 时 ,积分 为 有 理 函 数 . 


利用 不 同方 法 ,计算 下 列 积分 : 


【1903】 | me 


zx [Ex-D +I, 1 3 3 1 
解 | (GD | [cto rte tes | 


1 3 3 1 
96C Dw CT 


提示 利用 1883 题 的 结果 . 


解 EE 气 -六 < § 5 和 | 一 字 eretan(e) + 
x) 利用 1883 题 的 结果 . 
[1905] [Ee 三. 
1 dx) _1 zx 
解 | | 7 -artan( 三 )C 
【1906】 | #4 


了 +zl 1 dr) ，1 dcz) 

提示 “注意 zx8 十 1dz 一 3 tajrt1t 3 JI 
EE 1 da) 1 fr di) 

解 | dz Tit 2 | cy 


2 2—1 #) 
arctan(x’) 十 广 | 车 + 十 启 aretan 人 z )| 十 C 


,并 利用 1881 题 的 结果 . 


1 
3 


I 


2 
一 于 arctan(z) 十 十 二 Cx -外 十 2 ( 5 )+c. 


x*) 利用 1881 题 的 结果 . 


【19073 | 3 
zz 十 3z 十 2)》 


3 1/, 3\ ra 
人 
8 4 
zzs + 3 +2) 5 (1+ 吉 + 去 ) 三 二 3 二 1 
屡 并 x 
1 5 4 1\__ 5 
= +/ (a ja( 支 ) 8n( 训 +1)+In( 去 +1)+C 
xtl xt! 
_ 5 A 国 x4 
=gIn 5 二 7 ln 1 二 十 
A 
dz 
L1908] | Dy 
解 | yz 一 言 | dx’) Ls VO + AAD,;) 
yz 5 [er — Vio + vio -a Lx — VI0) (z+ vi0)F 
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1 1 1 ) a -dv 1 [|_ dx) 1 [dr+vVio) 
= 击 | Vi rievid)"™*’ 200) cwid) 100) Ci) —10 200, (r+ vio) 


1 1 zs—V10 1 
jn 十 C 
200Cz5— VI0) 200V10 |zxs+Vi0| 200( 瑟 十 V10) 
-1l1[|_z 1 ri— V1 
本 [+ / 币 叫 十 /10 |+c 


0 dz 
[909】 | 二 


zx! x d(x') _l1 _ 3zx! 十 2 4 
解 二 Radz- 十 中 芭 各 可 4 I 到 如 | 


_ 1 工 ， _x+l 
-十 [+ 5 和 ja- 所 十 于 < 十 C 
x dz 
£1910] | cra 
解 | x dx 1 去 | xz’ d(x’) 1 [C+ Ddrtl) 1 d(x 十 1) 
Cr Ta 2 [Cx 二 1)? 二 1]: 5 [Cx 二 +1)? 二 1 5 J [LCs 十 1)? 十 1 了 
1 fdlcxtl)+tl]) 1 d(xz+1) _ 1 1 十 1 
[Cx 二 1)? 二 1]? 5 」 [ze 十 1)2 十 1 10[ (Cz 二 1)? 十 1] 5 人 Dr 
5 ” -z+2 1 5 
+ Farctan(z +D) 十 C 一 TE 10arctan(z 十 1) 十 C. 
x*) 利用 1817 题 的 结果 . 
xz"! dx 
Con | 三 ide 
提示 分别 就 * 天 0 及 2 一 0 两 种 情况 求解 . 
解 当 7 天 0 时 ， 
an- marldz_ 1 fed) 1 _ 
三 dz = | 天 后 挛 | = 二 |4 了 ij)daz)= 二 (ze in| 关 十 1|) 十 Ci 
vy rx! dz_ 1 
当 n=0 时 ， | 二 dz= | 距 = 取 mlzl+C 


【19123 | Ed 


提示 。 当 n 关 0 时 ,经 恒 等 变形 后 可 利用 1817 题 的 结果 , 当 n= 二 0 时 , 易 获 解 . 


解 ” 当 nn 隆 0 时 ， 
EW Zz”zr" dx 1 | Zind(zr) 1 C+ Dl) 
CD (zx” 二 1)? (ze 十 1)2 nn (xz 十 1) 
1 f dlr’ 1 d(x 1 ") 
一 一 名 一 二 | :一 一 —arctan(x")—— 1 二 | + 1 Farctan( zx” )] 十 C 


- 直 | scan) 2 |+c 


3n—1 


当 n=0 时 ， dz= 二 | 空 = 于 mlzl+C 


*) 利用 1817 题 的 结果 . 
dz 
[1913] | ZCzm 十 2 
dz 171 加 1 fdCze 十 2) 
解 | 二 | 记 ( 主 2 ) 3 a 7 ee 


一 二 1 10 1, x 
2 In|z| 20In(z 十 2) 十 C= 二 20ln zis 


+C. 
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dz 
[19141 [yr 


9 
提示 两 次 使 用 1 二 x" 十 1 一 一 am ,就 可 将 被 各 西数 变形 为 上 一 -玉生 一 C86 秆 T7 二 1)z "从 而 易 获 解 


解 由 于 
1 __ xX" 十 1 一 zz 1 2 1 Ea x 


zr Tl zzitl) zx tl) Cet) x ZHl CT 
、 dx 1 zx? x 1 [dz 二 1 (d(x"++1) 
所 以 ， za 时 -| [二 -Rnlz|- 曾 | 各 6] 0 
1 


一 一 了 工 lnczno 1 ln 1 1 
“nlz| -Ion +D+iom TD on mtitiom FD tC 


7 


2 fddtr)_ _2 7 
解 [se =| (二 |z| 一 子 | 守 于 和 =In|z| 一 了 In|1+x|+C 
1 zx 
7 hat te 
好 一 1 
【1916] | HE ot) 


好 一 1 加 dz 一 57) 
解 [eS Te ri 5 | eS 
_1 1 5 dz 一 5z) 1 dz 一 5z 十 1) 
5 |( (二 Fri ) dz 57) 5 Xi—5zr 5 Zz 一 5z 十 1 


-4m 加 |+c 
[L1917] | dr 
解 由 于 4 和 tT i (ZiT) 
所 以 ， | #4 和 i -去 | 二 区 + | ri 
1 dz 过) 了 d 二 ) 
(zc 一 言 ) + 二 (zt 言 ) + 生 
一 工 aretan 2 红 二 1 十 工 arctan 2z 士 ITC 一 工 aretan 科 二 1 二 C 


d(z+ 二 ) 


zx 一 ] 一 一 
mn | rr To | 


1rl 1.1_ 
-| d(z+ 二 + 喜 ) _ 11 2 ta 2 1 1 2 (V5)zr+2 
1 1 5 
| (z+ 士 )+ 去 | -二 V5 z+ 工 + 二 + 准 V5 2z2 十 (1 十 V5)z 十 2 
5 一 并 
(1919] | Ffar 
Xz dz= 1 (x ) _ zt—zV2+1 ” 
解 | 去 5 二 1dz 二 | 生生 ac 一 了 mar ti tC 
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< ) 利用 1713 题 的 结果 . 


Zz +l1 
【1920】 | 元 十 1d 


z+tl1 (zi—ztl)+r 到 一 好 十 1 12dz 
解 | SFidz st i | + | 二 全 


d(zs) 
| i Cr ti 


【1921】 试 导出 用 于 计算 积分 一 | 二 5 二 寺 wy (天 0) 的 递 推 公式 ,利用 这 个 公式 计算 


一 arctanz 十 计 arctan(2zs ) 十 C. 


工 一 | dr 
3 (十 z 十 1 
解 题 思路 ”首先 ,注意 
da(ar’ 二 br 二 c)=(2azr 二 Db): 二 (4ac—B)=t 二 A, 


其 中 1 一 24ar 十 b， A 一 4ac 一 矿 . 这样, 原 积 分 就 变形 为 2 -la | 0 于 i 


其 次 , 当 A 天 0 时 ,对 积分 | -ee 使 用 分 部 积分 法 ,并 注意 刀 一 中 十 A 一 A, 经 运算 即 可 得 递 推 公式 


La tt 
当 A 二 0 时 , 易 获 解 . 
解 ”由 于 4alax’ 十 bx 十 0) 二 (2ax 十 ?十 (4ac 一 )= 二 十 A, 其 中 1 二 2ar 十 b, A 二 4ac 一 也 .于 是 ， 
dz 加 (4a)rdz nl dz 
Car torte)" J Tarth tAFT “ ® J (+A)™ 


当 4z0 时 ,对 于 积分 | 二 全 人 
(z+A)—A 


er rt" et mr a + | 
hee ens (BFA 2 | Cr 
.= | ey， 则 得 a tn 1 nA Lon, 
1 2 2n—1 1- 
或 Ln 一 Ba" TFT 如 “去 1， 从 而 ， 
-7_ 1 .1 2n 一 3 1- 
一 TD BFA to A 
代入 工 , 即 得 
92n-1 nl 1 。 i 2n—3. 1 
m2 ens Tt A) 
= 22"-1a"-1 1 . _ 2xrtb 十 22 一 3 .。 工 
2(2z 一 1)A (4a)” 1(az2 十 bz 十 c) 2n—2 A 
2a | dz 一 1 2az 十 B 十 纪 一 3 。22 I 
“ a)" Car tbrte)" 一 nDA' Crtorto"™ nl A "1! 
最 后 得 递 推 公式 
了 一 1 。 2az 十 六 2n—3 。 227 
” (na 一 1D)A (Cartbrto"™! nl 4 
当 4=0 时 , 则 有 
一 《4a) dz oa or1 d(2az 十 六 1 by” 
hi | cartor 2 C2axr+ ob)” -za (++ 蓄 ) 十 CC 


对 于 R，A 关 0, 两 次 运用 上 述 递 推 公式 , 即 得 


=| dx 2z+l +| dx _ 2xztl | 2zx+l 2 
3 (五 十 z 十 1)s 6( 己 十 zz 十 1)? (z2 十 xz 十 1)2 6 十 zx 十 1)? 3(z2 十 z 十 1) 3 J xz: 十 z 十 1 
2z 十 1 2z 十 1 4 2z 十 1 

GE Trt tae Trt | 和 )+ 


【1922】 利用 代 换 :一 十? 计算 积分 : 


dz 
二 | (xa)” ( 工 十 六 0” (m 及 nn 为 正 整 数 ) 


利用 这 个 代 换 , 求 | 二 一 和 二 555 


(zt+3)3 
z+a ,be _b—a ，  b—a (1— 2 
解 设 :=z 二 6' 则 1-!zT6 或 zt Id To oa 或 dz 一 [全 de 
及 zta—i(ztD) -2. 代入 了, 即 得 
mtn—2 
= 天 二 一 二 | 二 人 一 i (az 有 
将 一 ”+"? 展 开 , 即 可 分 项 积分 求 得 工 
如 果 5 二 a, 则 
dz 1 本 
-| Gt tC 
a 一 一 2, 6 二 3, m 二 2 及 ?一 3, 并 设 :二 于 3 下 ， 即 得 
dz _1fd-b2 1171 3 1 、 
CT | dr | (Ft ) = 二 (一 十 3In|s|+3: 一 坊 )+C 
_1 ZX 十 3 3(z 一 2) (zx—2)? 
吉 | x2 3In | 于 引 + zt3 2 |+C. 


【1923】 车 P,(z) 为 z 的 n 次 多 项 式 ,计算 | 过 家 


ZX—a)"t! 
提示 利用 泰勒 公式 . 
解 ”由 于 P(x) 为 x 的 nn 次 多 项 式 , 故 得 
PCD= FP Ee Cea), 


k=0 


其 中 Pio (qa) 二 Pla), 0!==1. 于 是 ， 


P, (x) dz 1 
ira es 


Ln 


Po (a) 
El hl ra 


+ 证 Pi (In| z—al +C, 


其 中 ff 全 一 ,为 P,(z) 的 首 项 系数 , 即 


了 (Z) 一 ao(Z 一 0 十 az 一 ar 十 十 ci (x—a) ta,. 
【1924]” 设 RCz) 一 R (xz?), 其 中 R* 为 有 理 函 数 , 则 函数 RCz) 分 解 为 有 理 分 式 时 有 什么 特性 ? 


解 设 R* (xr) 二 P(xz) 十 H(zx), 其 中 P(x) 是 多 项 式 ; 若 R* (xz) 本 身 也 为 多 项 式 , 则 H(zx) 寺 0; 否 则 H(zx) 


Pb 
一 各 党 是 真 分 式 ,而 PCz) ,Q(z) 也 均 为 多 项 式 . 


设 Q(z) 有 非 负 实 根 为 a ,其 重 数 为 (i 一 1,2,… 72)5 负 根 为 一 奶 , 其 重 数 为 有 & (CR 一 1,2,…, 芒 ;二 次 因 式 
为 如 十 Coz 十 D, ,其 重 数 为 7, Cp 二 1,2,…,s) ,其 中 国 一 4D,<0. 于 是 ， 
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ao TE Cz—ai)s [Txz+B) TT r+Gr+D,)r, m0,t#0,s#0, 
i=1 k=1 p=1 


a Tl z+ TT +Crt+ DY, m 一 0,1 关 0,s 关 0， 
1 p=1 

a Tl za) TT + Crt+D)”, m 关 0,1 一 0,s 关 0， 
i=1 221 

Qi = aT T+ 7 天 0,t 天 0 一 0， 

1 sl 

a TT (x— a, m 关 0,t = 二 0,s 二 0， 
1 

wwTTcz+eoa， m= 二 0,t 关 0,s = 二 0， 
£1 

a TE x + Cr + D,)%, m 二 0,t 二 0,s 关 0. 


p=1 
以 下 就 Q(x) 表达 式 中 的 第 一 种 情形 予以 论证 . 
由 CG 一 4D, 过 0, 可 得 
x 二 Cri+D,=(z ErrF,)(r—E,r+F,) (p=1,2,. ,3s), 
则 此 时 有 
Q Cz)=ao [TE Cx—ad® (xta)’” [TE Ce + TT C+E,rt+F,)’ (x —E,xrtF,)’, 
i=1] £=1 p=1 
以 及 
P(x’:) 
Ql (2z2 ) 


一 所 BAz 十 CC ZX 十 NN _ MertNe 
2. > [= 一 并 ) ty |+ p23 Ta 1 ErTrEy tz —E,z+F, | 


p=1 := 


显然 有 H(z) 二 HC(( 一 xz)?*), 由 H(z ) 的 分 解 式 的 唯一 性 ,比较 系数 , 即 得 常数 关系 为 : 
A 一 Au 9? AM 一 一 Ms， Naz 一 Naz， 0 
(ua=1,2,.% ,Qs i120 me T=,2,.. 7p, p=1,2,° ,ss03 —1,2,° ,RB, k=1,2,. ,1) 


H(zx’)= 


1 1 CC 
最 后 得 RGD=PG) FH) SP + DA ke + i my 


i=1 一 1 k=1 一 1 


十 NA Moz 一 IN 
+ YY CErtFE,y)J 


p=l 4 


如 若 H(z) 隆 0, 而 m 二 0, 但 1 沽 0, s 关 0 时 ， 站 二 各 和 缺乏 第 二 项 的 和 式 , 形 如 
Ra 一 PCz) 十 》1 Sy + > ， 


kl i=1 p=1 :一 1 
其 他 情形 可 以 类 似 推演 ,此 处 不 再 一 一 细 儿 ,至 于 当 悍 (z) 寺 0 时 ,当然 有 RCz) 一 P(z)， 
另外 ,本 题 也 可 在 复数 域 上 作 分 解 考虑 . 
仍 记 R" (z)==P(z) 十 HH(zx), 其 中 P(x) 为 多 项 式 ,而 H(z) 要 么 是 零 ( 当 R* (zx) 为 多 项 式 时 ) ,要 么 是 一 


真 分 式 ;例如 日 (z) 关 0 时 , 记 H(z 一 生态 是 其 真 分 式 . PCz ,Q(z) 为 多 项 式 .车 记 Qi (z) 在 复数 域 中 的 根 


为 a ,其 相应 重 数 记 为 n. (i 二 1,2,…,m; 显 然 m 宇 1), 即 


QD =ao [I Cx~—a)”, 
i=I 
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那么 Q@ (xz) 中 的 每 一 项 之 一 上 可 分 解 为 一 次 式 乘积 
zx —a=(r—b)(zrtbh), 


于 是 ， Q rt)=a TE x86)" (rt6)™. 
1 一 


Pi (zz) 己 鼠 Ba As 
应 地 有 H(z) 一 C2) 一 > [+e] DD [Sy by es 


i=] #=1 i=1 k=1 


由 理 (z2?)==H(( 一 xz)'), 从 H(z) 的 分 解 式 的 唯一 性 ,比较 系数 , 即 得 
A4 =Aa(k=1,2, nm 11,2,",m). 


最 后 得 到 ROr)=Pr )+ Hp)+ 交 DD [ rr 
其 中 心 为 分 母 Q( 民 ) 的 根 ,As 为 常 系数 . 

【1925】 计算 | Tea, 式 中 "为 正 整 数 . 

解 ” 先 将 被 积 丁 数 分 解 成 部 分 分 式 之 和 ,我 们 可 以 证 明 ， 


1 zco 2 一 
1 < Tcos gn 7 
2n — 二 
1+x il 好 一 2zcos tl 
事实 上 , 记 多 项 式 zz 十 1 的 24 个 根 为 a， (一 1,2,…,27) ,显然 w 一 cos 和 一 risin 一, 其 中 六 一 一 
于 是 ， 
| ax | 一 ]， aq 和 一 1， 人 CC2m 一 上 1 9 aa 一 1， a: 二 Ta; =2cos lx 
1 2r A 
设 1 二 + x” 2 2 ak 
2n 
(1 十 z2) 
1 》 全 
即 之 Ta 
令 zai, 并 应 用 洛 必 达 法 则 , 即 得 
Zn n an 2n 
1 = lim >) ht) mt) im gnAre!) —2nA, a 224， (i=1,2,. ,2n), 
ra ki Ta a; Ta ai ai Ci 
即 A 一 侍 (k= 二 1,2,…,2n). 于 是 ， 
a) 
1+x” 2n 和 2 工 一 Qu 2n 2 (rt) 2n 之 三 一 (ak 十 ak) 工 十 ak ask 
1 eos 2k—1 
_1 nn COS 2n nT 
”it=1 x —2rcos 2 1 1 
2n 
2k—1 —1 
n 1~—zcos —o— 7 n 2z 一 2cos A—! 区 
最 后 得 到 。 | 了 和 -让 > | 一 一 一 一 湖 =- 二 (me sl 一 一 到 竺 一) 
k=l* 好 一 2xcos x 十 1 k=1 好 一 2z cos 2 一 1x 二 1 
1 < 2 2k—1 dz 
十 本 | 已 2n ™ (= 2k—1 2 二 1 加 
Z 一 cs Tor ™ 十 Si 
-一 辫 之 | ss 2 一 xln( 2xzcos 2 x+1) | 
os 2 一 1 
+ 二 sin 2 一 xarctan 2n 十 C 
1 和 27 vin 22—1 
2n 
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§ 3. 无 理 函 数 的 积分 法 


利用 化 被 积 函 数 为 有 理 函 数 的 方法 , 求 下 列 积分 : 
dz 
1 十 VZ 


解 网 ti, 则 zz 一刀 ，dz 一 2tdt， 代 人 得 
:=2?| (1 [和 )d=2[ 一 nl 十 D] 十 C 一 2Vz 一 2In(1 十 Vz) 十 C 


【1926】 


-2?| 积 tdt 
i 1 十 


【1927】 | 一 一 寺 一 天 -. 
rz(1+2Vr+Vr) 


解 设 Yr=4, 则 .r=1* ,dx 一 6t; dt, 代入 得 


| dr =6| dt =6| 中 =6| 1 1 6 一 ] df 
(1 十 2V 葡 十 v) (1+28 te) 1(1+T1) (2 一 上 十 1) t 4(1 十 间 4(22 一 1 十 1) 


a 74) 


1 3 1 4 一 1 1 
-ol In TIn|1 十 中 一 六 | di | 


2 一 上 十 1 16 


16 
=6 {In|i| 一 六 In|1+i| slnC2e t+1) 区 seen 人 + 
_3 Ls 3 4t—1 
In dTDror Ti nC 
3 XVr 3 4Vz— 
一 6 f le 
了 nT Ty 2 an 万 
[1928]" |] 二 二 和 EE 
二 3 
解 ” 设 wW2 干 袜 = 心 则 x 二 1 一 2, dr 二 31? dt 代入 得 
2 十 工 此 一 2 妃 一 2 
[EE -3 | 和 di sj (re ta Fp) 
3 1 
_ 3 3, | 1 4 2 
Ar Zit3 | a 
3 ， 3， 15 2 十 1 wie 玛 ) 
4 27 4 lt 天 十 十 39 “ 7 
2 4 
3 3, 3 2 27 2z+1 
了 2t 了 In|z 1 十 号 5lndz 十 上 十 2) a 7 )+C， 
其 中 1= V2 十 x. 
【1929】 wz 十 1dz 
1 十 vVZzTT 
提示 令 Vz 二 I 
解 设 Vz 于 1=1, 则 =z 一 1, dr 二 61;dt. 代 和 人 得 
1 一 Vrii BR) ， | 2 
1 JE z=6| Tr d=6 | (—ete tartltt)d 


57 


一 一 也 1 十 名 5 十 驴 1 一 28 一 3 十 6t 十 3In(1 十 #2) 一 6arctant 十 C， 
其 中 i= VzT1. 


dz 
【1930】 | Fe 
解 ， 设 Yz=t, 则 z=+* ,dz 二 4 dt. 代入 得 


工 tdt _ 1 1 4 2 
| Fs 加 (1+0)’ 4 ee cy | iF Arsc 
2 4 


一 十 C 
(1 十) 1 二 
Vz Vz 一 1 
【1931 
1 | 
wVz 二 1 一 Vz 一 1 (Vrxtitl— vr-1)_ 3 一 
提示 注意 Vi (CTI) 7 Mtl. 
解 设 = 则 = 一 5 ， dz 一 一 Ch 全 de 代 人 得 
z+t1_] 
| 一 Vx z= | 二 一 ] dz 4| td 
YE zFT | (一 1 二 TD) 
工 一 1 


溯 ] 


_ | 1 1 1 1 1 
ji GIy + yr + crt 01 | GT tHilt a 站 +c 


> xX Vz 一 1 十 >In | z 十 VT 一 i|+c. 
如 果 不 限制 将 被 积 数 化 为 有 理 机 数 , 本 是 的 解法 可 简单 开 _ 龙 安 上 ， 
| Vz z= | 区 VT 二 dz= | c VT IT) dx 


YE (xzT1)—(z—1) 
雯 yx Vi I+yin|z+ Mri|+C. 
[1932] | y= 
解 设 和 /ET 一/, 则 xz 一 和 二}， dz 一 一 zde 代入 得 
| ys 2 ja 3+ 2 /+te 
[1933] | As (a>0). 
提示 令 二 z， 并 分 别 利用 1921 题 的 递 推 公式 及 1884 题 的 结果 . 


4 
、 aX _ a dats 有 
解 设 Vz ， 则 zz 1+t dz Ctr de 代入 得 


| Xdzx -| dr ha | 并 ‘af|[ t 本 
Vz (az) ‘fa—xz dts TD | ‘ 
z 


a 1 ) | 三 | dt +a dt 
2 J \F—zv2+1 f+tV2+l 2 | v3tD): 2 Ctev2+1)? t+1 


现在 分 别 求 上 述 积分 ,利用 1921 题 的 递 推 公式 , 即 得 


d( 一 吧 
| dz 加 2: 一 V2 +| dt 22—V2 +| 2 
(和 一 上 VE 十 1)2 2( 攻 一 上 V3 十 1) deity2+t1l 2(8—tVZ+1) (一 冯 ) + 十 
2 2 
21—V2 
= 一 + tan(V21—1)+C 
2(12—tV2+1) V2arctan(V2 | 
d( ,2 
及 | dt 2 +| dt _ 2+V2 +| (+ 2 
(C22V2TD? 28HeV2+1) ， 妇 十 tV3 二 1 2( 缚 十 tVZ 十 1) (+ 交 ) + 于 
2 
2 十 V2 
一 -一 二 V5arctan(V3z 十 1) 十 C2. 
2 en? ’ 
用 dt 1 2 十 上 V2 十 1 1 zW2 
疆 一 一 
利用 1884 题 的 结果 , 即 得 二 二 1 i 也 Et aa It 
最 后 得 到 


a 2 一 V2 2 十 V2 ] avVZ 
+ 2Y2 [arctan(VZ 一 1) 十 arctan(V3 十 1) 
[a 2( 红 十 1V2 十 1) 2 [arc an(V2 arctan Vt ] 


2 十 iV2 十 1 a V2 
二 ln 人 一 + tan( LY )+C 
4 万 RH 2 "(EE ) 
ars a 大 刀 十 上 V2 十 1 a £V2 
十 -in -2 2 
十 六 I Rattl 一 ren 人 7)+c 
ai a , f+iV2+1, a 1 
十 -2_in 二 tv2 二 IT_a ， 
14 BE" PHI 2 ( LE )+c 


并 dz 
| Vz (a—r) 


4 
其 中 :一 和 (0<<z<<a). 


dz 
W(Cz 一 a)"TT(z 一 六 "7 


解 当 a 一 6 时 ,显然 被 各 函数 为 (z 一 0) ,因此 ,所 求 的 积分 为 一 一 十 C; 当 a 天 5 时 , 设 


L1934] | (n 为 正 整数 ). 


并 一 六 


一 
一 人 

| na _ < 一 _,_ (l(a)t 
则 dz Tr dt,x—a 二 1， b rp 

dz __ nn __ nn n 
代 人 得 | 元 二 后 | tc — /Es+c. 

[1935] | 一 一 全 一 一 dz 

1 二 Vz 二 ViITF 
提示 。” 设 VX 二 ,并 限制 >>1. 
、 2_ 2 4— 

解 ” 设 Vz 一 = (0) ,dr Sd ViTT= ,V+ ViT1. 

。 dz fel 1f 1 1 1、 1 1 ,1 
代入 得 | 于 和 2 | FOrDe | ( Tt) (n+) to 


一 一 去 InWE 十 vVzTiD) 二 到 一 却 VECET y+C. 
£1936】 证 明 : 若 p 十 gq 二 kn, 式 中 为 整数 , 则 积分 
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[a [x, Cx—a)t (rb dr 
( 式 中 民 为 有 理 消 数 及 p,qg,7 为 整数 ) 为 初等 函数 . 
证 当 a=6b 时 , (x 一 0)? (zx 一 人 ?二 (zx 一 a)*, 则 积分 显然 为 初等 函数 . 


当 一 y 《天 1), 则 
_a—by _ ab _ (a—b)y a—b 
1 一 y， dz yd Zz—a 于 ， zx—b 1—y 
之 (< 一 * dy 
代 人 得 | REz,c a* (rb dr= (a b |R [2 一 sy (=) ja 


再 设 Vy 二 t 则 y= 二 ,dy 二 nt"-1dt. 从 而 ,上 述 积 分 化 为 
| REz, Cx a rh) dr—n(a—b) ja| 守 和 (2? ) | di， 
因为 被 积 函 数 为 1 的 有 理 孙 数 ,所 以 ,积分 是 初等 函数 . 
求 最 简单 一 次 无 理 式 的 积分 
[1937] | 天 一 一 


有 


解 | x | 2 十 工 十 1 dz ;| 2z 十 1 dz 1 | dz 
J | VR 3) /Fi Z| yi 


1 

1 v3 1\、1rdca+z+z) 1 d(z+ 志 ) 
=| (z+ 言 ) 十 于 da(z 二 于) 一 5 i | 二 
(z+ 二) + 地 


-IT + in(zt+ ViTzTr) Vitter i(zti+tVitrte)+c 


-ViTzT7 一 言 In(z+ 广 + VITzT)+C 


dz 
(1 十 z) Vr +zF1l 


— 2 2 
解 设 z+1 一 二 , 则 x 一 上 ， di 一 一 走 dt, VEPT5T 有 


t 


【19383* | 


dz 
代入 得 t z1 于 十 VE 一 二 1T| 二 C 
rr | 7 : 
=—sgn(z+ Dlnll 一 x 十 2[ sgn(x 十 1) ] Vx 十 zx 十 1 十 Ci, 
2(z 十 1) 
dz 一 1 一 z 十 2 Vz izTtl 
当 x 十 1>0 时， | 一 一 务 一 一 - —In|li~z 十 Ci 
(1 十 x) Vr 十 zx 十 1 +l 
: dz 下 1 一 z 一 2 Vr tzt1 
当 z 十 1<0 时 ， [一 一 竺 一 一 =! +c 
CD) VET © 2 1 
一 3(z 十 1) 1 一 1 一 z 十 2 VezrtI 
一 | 一 -一 二 rx XX 十 区 
"| +o mm | 
总 之 ， | dz 一 一 In | 二 2+2 Vr 十 xz 十 1 +C, 
(1 十 z) Vr 十 x 十 1 Zz 二 1 
【1939】 一 -一 一 一， 
| a Viz 


、 1 一 工 _1—2 2¢2 一 -2 
解 设 了 于 一 本 则 TF dz 一 本 于 fryzdt, 1 并 I+ 上 一 并 1 

和 一 一 站 一 一 一 一 地 1 1 2 一 工 /i 
代入 得 | 元 3 3 dz 十 十 去 tO- Vl 十 C， 
[1940] | 壮 二 d 


提示 令 Vr 十 27 十 2 二 it 一 x. 
£2 
、 到 十 2t 十 2 tt+2tt+2 
解 设 Vzr 十 2x 十 2 二 :一 x,; 则 一 2 DEI dt, Vx 二 27 十 2 1 


。 WE 十 2z 十 7 ， 1 rf (t+2tt+2)? 
代入 得 | zz | mer 
1 2 _ 1 _ 22 ,2v2 
-去 | + 二 Cty :全 十 pa 
Lt 加 ti 十 V2 
一 元 十 jn lt1| + V2ln 1 十 Ci 
= VRTzTI tn(zt1lt VeazTa) 一 Zin| < 十 2 十 V2( 工 十 2z 十 2) | 十 C， 
I 
dz 
[1941 | 一 一 至 一 一 . 
1 (1 十 z) V1l—zx—x’ 


提示 令 1 十 zx 一 一 ,并 就 1 二 z>0 及 1 二 z<<o 两 种 情况 分 别 求解 . 


解 设 1+zx= 广 , 则 z 一 ,dx 二 dsV 二 十 :一 1 —sent Mtl. 


[i 


1 1 
人 和 Xdx 一 
代 信 得 | 元 = | (有 3 《1 十 z) WwW1 一 工 一 2 )d 


tsent | -二 和 于 一 
VE 十 1 一 1 
3 十 z 十 2[sgn(z 十 1)] V1 一 x 一 x 
2(1 十 z) 
dz . /2z++l1 一 一 
当 x 十 1>0 时 ， A = 3 十 z 十 2 V1 一 x 一 x 
工 | 二 1 arcsin{ 5 )+| TT 
dz 2z 十 1 
、 1 二 0 时 ， Zz . 
人 | 和 (和 
=arcsin (1) +In 3 十 zx 十 2 V1—x—zx: 
V5 1 十 工 


dz 2z 十 1 
总 之 ， azdz si In | 2 zx- 
| arcsin( V5 ) 2(1 十 zx) 


dz 
| 元 和 去 


2 
=arcsin( 于 ) 十 [sgn(1 十 zx) jln 


十 Ci 


十 Ci 


3 十 z 一 2 V1I 一 xz 一 妈 
2(1 十 z) 


十 C 


十 C. 


注 以 后 诸 题 中 ,出 现 二 次 无 理 式 时 也 会 碰 到 用 sgnt 的 问题 ,可 参照 1938 题 及 1941 题 类 似 地 处 理 , 在 
解 这 类 习题 时 ,不 妨 就 开 方 后 取 正 值 求解 . 如 无 特殊 情况 ,今后 不 再 另 加 说 明 . 
一 xz 十 zx? 


[1942]3 人 一 -一 一 dz. 
Vl+i+zx—zx’ 


"| 


7) | 一 z) 
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_ 1 一 2zx 一 5 /2z—!l 
二 一 Vl 二 zx—zx Barcsin ( J 


) 十 2arcsin ( 


1—27x 
4 


1 一 2 
1 十 x 一 xz? 号 arcsin(- 语 十 C. 


利用 公式 |r 一 Q(z)y+4 | 至， 式 中 > 一 Var 二 殉 寺 5，P.(z) 为 ”次 多 项 式 ， 
Q (7) 为 "一 1 次 多 项 起 及 4 为 常数 , 求 下 列 积分 


1943 
I 】 | -二 十 2x 一 xz? 
设 | 一 一 一 dx 一 (azx? 十 bx 十 c) Vi 二 2zx 一 x 十 A 和 ， 
解 a OT 1 ”7 | 
两 边 对 x 求 导数 , 得 
bE (azr’+bzrto) (er) A 
一 一 一 (2 十 6) V1 十 2z 一 2 十 | 。 
A 1 十 2x 一 并 人 一 AW1 十 2z 一 2 WwW1 十 2z 一 并 
从 而 有 


Z3 王 (2az 十 b(1 十 2z 一 z2) 十 (az 十 bz 十 c)(1 一 并 ) 十 1 
比较 等 式 两 端 zx 的 同 次 宕 系数 ,得 


XxX | 一 3 一 1， 
zz | 5a 一 20 一 0， 
zx! | 2 十 36 一 c 一 0， 
XxX? | 0 十 c 十 1 一 0. 
1 5 19 
由 此 ,a 3 ,b "< 2 4. 于 是 ， 
x 19t z+ ar 
dz 二 ViTE -r+4| 
| 元 生 一 元 站 x 
= 一 十 37 一 rz +4arcsin( 2 )+c. 
10 
【19441 | 二 一 dz 
V1l+x’ 
10 
解 设 | 和 dz 一 (az? 十 pz8 十 czZ7 十 dz 十 ez 十 jz 十 gz 十 hz 十 Lz 十 ma) V1 十 T+ | A 
V1l+x’ 了 8 一 一 A 
从 而 有 


XxX" 二 (9axs 十 86X’' 十 7cx' 十 6dx’ 十 5ex' 十 4fx? 十 3gx? 十 2hz 十 站 (1 十 xz?) 
二 x(azx’ 十 bz 十 cxr’ 十 dx' 十 ex 十 fx' 十 gx 十 hx 十 lI 十 1m) 十 4. 
比较 等 式 两 端 二 的 同 次 宕 系数 , 求 得 


a 上 5 0,c 9 21 21 63 63 


10 8074 一 0 一 160:7 一 0 一 1 光一 0 一 36 一 0 一 一 256， 
x = (63 21 21s 9, 了 63 7 
于 是 ， | TT z= (Fe67 1287z “十 166z 80z ?十 让 ) 1 十 并 256ln(z 十 Vltz ) 十 C， 


【194s】 |# Ma:—x dr. 


xi(a:—zx:) 5 dz 
解 [> a? 一 rx dz 一 dr 二 (A 3 十 B 4 十 3 十 DD 2 二 FF 十 F) 2 :| 一些， 
AAA 二 bs TT 十 Cx ks 并 Va —rz a 


从 而 有 x(a: 一 zz) 二 (5Ax' 十 4Bzx; 十 3Cx? 十 2Dz 十 妈 (a 一 xz) 一 x(Ax’ 十 Br! 十 Cz’ 十 Dx 十 Ex 十 让 十 X. 
比较 等 式 两 端 z 同 次 窒 的 系数 , 求 得 
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1 CQ CQ _a’ 


A= 记 ， B=0， C= 一 务 ， ?和 FE 一 0， 41 一双. 
2 
于 是 ， | < VFdz 一 (省 一 每 一条 xz) Va 一 节 + 咎 等 aresin FT 十 C (a#0). 
3 一 6z2 十 11z 一 6 
1946 Tg 
[ 】 | Vx 十 4x 十 3 一 
解 设 | 一 一 和 一 6uz 一 (az2z 十 pz 十 c) Vx 十 4 十 3 3+4 | -一 全 一 
wx 十 47zr 十 3 VX 7 
从 而 有 3 一 6x2 十 11zx 一 6 和 (2cz 十 0(zz 十 4z 十 3) 十 (z 十 2)(az2z 十 bz 十 c) 十 ). 
, 1 14 
比较 等 式 两 端 zx 同 次 寡 的 系数 , 求 得 a b= ‘37, 一 一 66. 
3 2 — 
于 是 ， 2 i rt37) VT TirT3—66ln| z+2+ VTTFazTFa | +C. 
区 x 
[1947] 
| 
解 设 z 一 7 1 , 则 dz 一 2 dt, 这 里 碰 到 二 次 无 理 式 Vx 十 1 需 引 用 sgni 的 问题 ,不 妨 设 
V 丈 十 1 一 二 二 (>0). 
《在 ld 
代入 得 j= | ta VETT id+ | - 志 
2 
Ha be ei ele eT ie 3 生生 四 一 天 
【1948】- 
] -一生 = 
解 不 妨 设 x 一 -之 0, 则 dz 一 一 点 dx. 由 |z| 之 1 知 必 有 |:| <1, 则 有 
zs2 
YT-I-M (0<1<1). 
dz t(1 一 在 ) 一 上 了 i 
代入 得 | | -| 二 二 IF dt | fd | -十 
-去 | 4 一 ead 一 十 于 | 一 人 -al 一 划一 一 二 (1 一 上 二 十 (1 一 2 二 十 C 
二 dz 
【1949】 一 一 一 一 一 -一 一 一 一 ， 
| os wz 十 3x 十 1 
解 设 z 一 1= , 则 dx 一 一 让 dt. 不妨 设 :>0, 则 有 
Vat+5t+1 
Vr 十 3x 十 1 站 
代入 得 | dz | e di 一 (at 十 0) W5 好 十 5 十 1 Tt4 | 一 一 
(z 一 1)3 wz 十 37 十 1 WwW5 妇 十 5 十 1 7， 
从 而 有 en 
1 3 1 
- dx t ,3 11 dt 
于 是 ， 一 十 高 )V 58 十 5t 十 1 
T (Tit) TTI VE Tri 
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工 了 1 工 | 上 +C 
上 十 本 十 ey 1 


3 一 2 SSITT 11 
一 5 二 51 十 ] 一 ln 
20 40V5 


—_ 3x75 PT3ATIT ln V(r+tD) +2 Vet3rtl I+c 
20(Cz 一 1)3 40V5 Xx—1 
dx 
1950] | 一 一 一 一 一 
1 (x++1)? Vrt2r 
yy2 
解 设 z+1 一 二 , 则 dz 一 一 去 dt 先 设 t>0, 则 有 ”VT 二 37 一 一 一 
dr 下 3 2 dt 
代入 得 | - 一 一 | dt=(afs+obr +ctte) vl—e +4| . 
(z 十 1) wz 十 2z WwWIT 一 如 AT 一 此 
从 而 有 一 + 二 (3af? 十 26t 十 中 (1 一 2) 一 (at 十 bt 十 ct 十 e) 十 . 
1 3 3 
比较 等 式 两 端 上 的 同 次 寡 系 数 , 求 得 4 二 可 ， b=0, < 8 < 0， 从 8 
dr 1 3 3 dt 
于 是 ， | - 一 BB 二 一 t 工 一 疙 | 
(z 十 1)5 Vri+2r (3 8 ) 8 」 /A 
_ 3z: 二 6x 十 5 -一 3 . 1 
一 TD Vr +2r 8 arcsin 二 TI 十 ( 
再 设 上 0, 则 答案 前 一 项 不 改变 符号 ,但 后 一 项 要 改变 符号 ,因此 ,最 后 得 到 
dz _ 37: 二 6x 十 5 /一 3 ， 
| 一 BH VT +2x 8 arcsin [ariT tC 
其 中 z>0 或 zz 所 一 2. 
aix!: 十 bz 十 ci 
【1951】 在 什么 条 件 下 ,积分 | 全 三 于 名人 dx 是 代数 函数 ? 
Varx:+obrte 
设 | torto dz 一 (Az 十 B) Var TerTeth| -一 全 一 一 ， 
Var tbrte waz 十 bx 十 c 
从 而 有 中 十 OPz 十 asA(az2 十 十 O) 十 (az 十 却 ) (CAz 二 B) 十 1. 


比较 等 式 两 端的 同 次 宕 系数 , 当 a 天 0 时 求 得 
4abi—3ab A800 +t3ab ha(a ctbb ) 
4a? M 8a’ “ 
于 是 , 当 4a 天 0 BH 8aic3ab =4a(aict bb ) 时 ,4 二 0, 积 分 为 代数 阻 数 ; 当 a 二 0 时 积分 显然 为 代数 函数 . 


二 所 一 
A 2a” B 


分 解 有 理 函 数 中 区 为 最 简 分 式 , 求 积分 | 区 cdr, 式 中 y 一 Vaz TbrTe 


dx 
【19523 | 一 一 一 一. 
(zr—1)? Vl+2r—r 


xrdrx | dr dr 
二 十 ， 
| 一 V1l+2r—x’ (zx—1)’: V1l+2zrx—r’ (zx—1)vVIi+t+27r—x 


设 x 一 1 一 1 , 则 dz 一 一 可 dz. 不 妨 设 12>0, 则 有 VTT52 二 过 一 2 二 
dz tdt dt 
代入 得 | z | | 
(x—1)?: wV1I 十 2> 一 并 222 一 1 2 一 ] 


1 7 1 
2 V2 1 万 mV5e+ Var Ii| tC 


— liz x 1 V+ Vt2r— x 
201 一 >z) rr 
dx 
[1953] | 二 一 一 = 工 
ri—1)Vr—zr—1 
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1 1 1 | dz 
解 | 和 | (1 


1 | dz 十 工 | dz _1 十 
2 」 (xz 十 1) V 天 一 1T 2 (xz 一 1) vV 天 一 4 一 1 2 


2 
对 于 厂 , 设 z+1 一 十, 则 dz 一 于 dt 不 妨 设 t>0, 则 有 V zl=~ 


dx dt 3 了 
,A = | lnjt 十 Vt 一 3t 十 1 |+c 
全 人 二 得 : 有 VI 3+1 2 
3z 十 1 一 2 Vx 一 Xx 一 Lito 
Zz 十 1 
1 dz 、 工 一 3 
设 z 一 1 一 一 ,局 和 一 十 Cs 
对 于 1, 设 z 一 1 7 ,同上 可 得 L | 一 2 arcsin( [ei 万) 3 
dx 1 3z 十 1 一 2 + i x—3 Cc. 
了 人 | 二 Vr zi xz 二 1 2 arcsin( |z—1 T+ 
Vr 二 zx 十 1 
【1954] | 半生 dx. 
解 | dr | 所 , dz ffCz 二 1) 一 (十 1) 十 1 , dz 
(z+1)? (x+) MrTFzrFi (z+1): Vi FrTtL 
| dx | dx 十 d 一 I+I 
1 "13. 
Xx 十 x 十 1 (z+1)vVx 二 zx 二 1 (x 十 1)* Vx 十 x 十 1 
dz 1 ， 有 
对 于 了 ,显然 有 | 万 第 和 In(z++ VTrTi)+o; 


对 于 I ,利用 1938 题 的 结果 , 即 得 
dz in 


| - 
(Z 十 1) Vx 十 x 十 1 


对 于 五 , 设 二 1 一 二, 则 dz 一 一 去 dz 不 妨 设 过 0, 则 有 


1 一 x 十 2 Vx 十 x 十 1 +C,; 
Zz 十 1 


Vr 十 x 十 1 一 tl 
t 


交 tdt 1 (21— 1)d: t 
人 五, 得 I 一 
代 ? | 2 一 上 十 1 2 | VE 一 1 十 T 2 | viti+il 
Vti—it+l Fln i > + VP TI|+C, 
Vr 十 zx 十 1 1 | 1 一 zr 二 2 Vx 十 zx 十 1 +C,. 
ZX 十 1 2! Z 十 1 
于 是 ,最 后 得 到 
2 
| din(zt+ VTaTi) -Mettetlr ln|l-r+2 vetzTtl +e 
(zx 十 1) 2 Z 十 1 Zz 十 1 
如 用 下 述 解法 更 简单 些 , 
2 十 工 十 1 1 VT 二 x 十 1 (z+ 言 )dz 
YY 一 一 一 -一 2 
| | AT (shi) z+1 ee 
= Mtrxtl +| 可 | 
Z 十 1 -二 2 HDL 
2 
tin (z+ 二 + VzTT) 二 二 In | 1z 二 2 Ye ttl 
并 


类 ) 利用 1938 题 的 结果 . 
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3 


[1955y | dz 
(1 二 x) V1 二 +2xr 一 x? 


dx 


x? -| (xz 十 1) 一 1 


dz 
| (1 十 zz) wW1 十 2 六 一 2 


XX 一 了 十 


1 xz 一 | dx 
V1l27r—2x (十 z) v1l+2zr—7x 


(1 十 z) VW1 十 27 一 和 


dz 


1 二 +2x—x? ;| (2z 一 2)dz +3| dz 
V1l+2r—x’ wW 1 十 2z 一 2 WwW] 十 2 六 一 并 (z+1) ww1 十 2z 一 2 


d(1+2r—x? 


) 13 d(x—1) 


= [vi CI dr 1) 3 


Vi 区 二 二 | Vay 


1 


= 二 TFIr— arcsin( < ) V1 二 2x 一 zx? + sarcsn( 二 ) 一 1 


2 


V2 


—1 
Vi 如 Xx” 2arcsin (TA )—1. 


对 于 卫 , 设 < 十] 一 十 ,可 得 


于 是 ,最 后 得 到 


dz 
| V2 


【19S6】 | 


arcsin ( 群 ZV2 ) 十 Ci . 


十 1 
| TI) -二 dz VI rcsin( AB ) -让 aesin( EE) + 
xdzx 
( 妇 一 3z 十 2) Vr —4r+3. 
rdx ( 2 1 ) dx 
2) wz 一 47 十 3 XH2 zol’ wx 一 47 二 3 


过 /= 3 二 


dr dz 


2 
| 下 (x—1)Vzrx—4zxt3 


=21 1. 


对 于 1, 设 z 一 2 一 二 .可 得 
dx . 1 

1 =| : 十 Ci 

(z 一 2) Vx —4x+3 arcsin ( [z—2| ) ， 
对 于 卫 , 设 x 一 1 一 一 ,可 得 

2 
n=| dx _ Vr -zt3 | 
(Xx—1)vVr—4r+3 并 


于 是 ,最 后 得 到 


xdr 


| (z2 一 37z 十 2) V 巡 一 4z 十 3 


其 中 x 二 1 或 x3. 
[1957] |— 


dz 


(1 十 z2) Vix 


2arcsin( 
| z 一 


解 ” 设 x 二 sin1. 并 限制 一 训 <!< 闻 工 , 则 dz 一 costdt， 1—x? = cost. 


代入 得 | 


dx = | =| | d(V2 tant) 
(1 二 zr) VI x is 1 2sin: ee ft V2 (V2tant):+1 
_1 ,1 VD 
一 -一 arctan(V2tant) 十 C 一 arctan ( ) FC. 


万 
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【1958]】 | 二 二 ET 
去 本 


解 ” 当 z>1 时 , 设 z=sect, 并 限制 0<t< 了, 风 dz 一 secttantdt， wz 一 1 一 tant. 


dz sectdt _ | cost "| d(sint) 
代入 得 rn | ostid 2—sin?t 
1 | V2t sin | 好 z 二 VI +c 
-aa V2 — sint 2" V2Zz 一 = 一 1 


当 z< 一 1 时 , 仍 设 x 二 sect, 但 限制 x<<!<< 祁 ,经 计算 可 获得 同样 的 结果 
总 之 , 当 |zx|1 时 ， 


+C. 


| dx 

C(x:+1) Wz2z 一 1 -3 
dx 

(1—zx) W1T 十 并 


解 设 zx 一 tant, 并 限制 一 二 < 上 < 冯 县 | 天 于 , 则 dz 一 secztdt， V1l++x’ 一 Sect. 


和 
【1959] | 


dz | secz tdt 人 cosstdt =| 1 一 sin? 
代入 得 | 二 (I tam)sect J 1—2sinnt™ | 1 二 2sinzid(sin) 
_ 1 [1—2sin’t dlsint) _1.. 1 1 十 V2 sint 
= | zon dlsin) 十 广 2 | ii 一 Sin 后" 1 Tein 
~ 2 
-= 二 ttre (i #1). 
2 Vitx: 4V2 V1 十 z 妇 一 zV2 
以 对 十 2 
[1960] [A 了 
解 | Vr 二 2 dz 二 (zz 十 2)dr (1+ 1 ) dx 
十 1 (z+1) Vz +1) /rita 


二 ln(x+ Vr 二 2)++1. 


-三 幸 +| dz 
Vr 二 2 (zx: 十 1) wz 十 2 
对 于 了 荆 , 设 += 二 V2 tant, 并 限制 < 2 , 则 dz 一 V2seczidt，wWz 十 2 一 V2 sect. 


了 dx _ sectdt _ [ff costdt _ ff dl(sint) 
代入 得 n | (x 二 +1) Vr +2 1 十 2tan2t 1 十 sin21 1 十 sin2t 


十 CI 一 一 arctan ( Yt2 ) 十 C. 


一 arctan(sint) 十 CC) 


=arctan( 三 5 ) 
V2 干 三 


于 是 ,最 后 得 到 | a= nt VT FE) arctan( 2 )+C 
化 二 次 三 项 式 为 标准 形式 ,计算 下 列 积分 
{1961] | rn 
| dx dx . 
(zx! 二 x 二 1) Vr 二 zl [ (x+ 去) 全 (z+ 二 ) -也 


当 z 十 汪 上 > 站 时 , 设 z 十 二 一 罕 secr, 并 限制 0<<t<< 玛 , 则 


dz 一 灼 secrtanrdl， VT T= ten 辽 十 z 十 1 一 十 (5sec' 十 3)， 
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代 人 得 | dz sectdt =4| costdt _ = d(V3 sint) 
(Cx? 十 x 十 1) Vz 十 x 一 1 5sec’ t+3 5 3cos’t V8)’ — (V3 sint)’ 

1 1 | 全 HSsint 
V3 2V8 V8 一 V3 sint 


当 z+ 二 < 中 时 , 仍 设 z+ 十 -中 


_1|(C2zrt+DV2+ V3(r t+zr—l 
V6 | (2z 十 1)V2 一 


V3(r: 二 zx 一 1) 


sect 但 限制 r<<t< 了 经 计算 可 获 同样 的 结果 . 


+ 去 | > 人 时， 


| dz 1 CQr+ V+ Vr Tl) | +c 
(zz 十 z 十 1) Vx 十 x 一 1 V6 (2z 十 1)V2 一 V3(r+z—1) 
[19627 | dr 


(4 一 27 十 z2) V2 十 27 一 好 
解 | x dr 
(4 一 2z 十 xz2) V2 二 2r 一 zz? 


(x—1)? 十 2(x 一 1) 十 1 国 
[3 十 (xz 一 1)2]w3 一 (Cz 一 1): 


设 + 一 1 二 V3 sint, 并 限制 


<Ct<< | dz 一 V3 costdt, ww2 十 27x 一 好 一 VS3cost 


2dz 1 十 2V3 sint+ 3sin:t 
代 人 得 | z dt 
(re) VT 301 + sinat) 
| art+ sint | d(cost) | d(tant) 
V3 1+sin’ id 3 J 1+sin’t 全 三 2 一 cos2t 1+2tan’t 
1 V2 十 cost V2 
万 了 Fou, 3 arctan(V2tant) 十 C 
一 arcsin zl mx 十 2 十 2z 一 工 V2 rctan DV 十 
V3 局 ! "JB V2+2zr—x 3 V2 二 +27xr— xr 
【1963] | (zx 二 1)dx 


(十 zt 十 1) Vz 十 x 十 1 


1 
| (x 二 1)dx (z+ 去 ) 
(二 十 x 十 1) Vx 十 x 十 1 


1 z 十 于。 
[(c) + 7? Verarr 
yr 7 3 tc 
x*) 利用 1781 题 的 结果 . 
[1964]* 利用 分 式 线性 代 换 工 一 全 ,计算 积分 ， | 二 
解 “ 分 式 线性 代 换 x 一 分 -经 给 出 
trtl— BE Dt het +2 tot 
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要 求 2& 8 士 (x 十 及 十 2=-0 即 化 成 标准 形式 , 当 十 8 一 0 及 ap 一 一 1 时 即 得 上 式 .例如 , 取 “ 一 一 1， p 一 1， 


_ 2 十 3 Vie 
我 人 有 有。 z- 行 ; 或 让 da tl VT 
其 中 不 妨 设 十 1>>0. 于 是 ， 
| dz _， i 十 1 ,=2| td +2| d 
(x 一 Zz 十 1) Vx 十 zx 十 1 (#2 十 3) TFs (2 二 3) WwW1 十 3 此 (£22 二 3) V1 二 3e 
二 2( 了 十 1,)，, 
3td 2 十 8 
对 于 荆 , 设 w= VI 二 37 , 则 du A £3= 
代入 荆 , 得 
/2 
-| td 一 A 一 二 arctan (7 ) + = arctan( EE +. 
(#2 二 3) VI 二 ut8 2V2 2V2 2V2 (1 一 z) V2 
本 3t dt dz 2 _ 27 一 8x 
对 于 也, 设 x 一 -7 ' 则 IF 3 万 十 3 EYE ED 
代 和 人 I ,得 
dt du 3V3++2V2u 
一 一 3 一 十 C 
| ss | 痉 灾 6 3V3—2V2u 
1 3(x?: 十 x 十 1) 车 wz 一 十 1 
一 n 
4V6 | V3 Trt Crt1) VT "| VFI 
于 是 ,最 后 得 到 
| dz 1 arctan| VX 十 x 十 1 | 站 ATz2 一 过 十 1 
(zz 一 zx 十 1) Vz 十 zx 十 1 V2 (z 一 1)V2 WwW3(z 十 zx 十 1) 一 (z 十 1)V2 


dz 
(xz 十 2) W222 一 2Zz 二 5 
解 ”此 题 与 1964 题 均 属于 下 述 类 型 的 积分 
| Mz+N dx 
(zx? prt+q)” Vari+bzrie 
(参看 微 积分 学 教程 (T. M. 菲 赫 金 哥 尔 蒋 ) 第 二 卷 第 一 分 册 55 页 “272. 其 他 的 计算 方法 ”) 


设 z=e 十 ,适当 选择 4 与 8, 使 得 在 两 个 三 项 式 中 同时 消 去 一 次 项 . 为 此 ,将 zx 一 后 :分别 代 入 


[1965]* 求 | 


1 二 Tt “ 
XT! 十 2 及 2x? 一 2zx 十 5 中 ,并 令 一 次 项 的 系数 等 于 零 , 求 得 
a 一 一 1， 0 一 2， 
_ 2 一 1 
即 设 z 一 rE 从 而 有 
_ 3 ， 。_ 3(2# 十 1) op VEFl 
dx GFE Xx’ 十 2 CC 二 172 » 27z 27z 十 [FI 。 


以 下 不 妨 设 t 十 1 之 0. 代入 得 


| dx ;| z+1 :一 村 | tdt 十 了 | dt 
(zz 十 2) VZZ 二 ZzT5 3 [下 TD VE (222+1) VE 二 T 3 (2 十 1) VET 
对 于 右 端 的 第 一 个 积分 , 设 4 二 VE 十 1 , 代 人 后 计算 得 


村 | _1 du ll n V20— IC 一 ML202z 一 2z 十 5) 十 (x 一 2(42z 一 2z 十 5) Hr 2) 
了 | GITD IETT 3) of /ut 5 nT x2) ( 
砚 二 个 积分 , 设 w= 

于 右 端的 第 积分 , 设 x 一 -7 , 代 人 后 计算 得 
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| e 一 了 du ， 一 l arctanz 十 C; 一 荆 arctan lt 二 Cz 
3 J (27+1) V 在 干 1 3 j」1 十 妈 3 ”3 (二 二 ) 
1 V2 刀 一 2x 十 5 
一 一 本 aretan( Var 二 2 二 ) 十 Ci- 


L dz 
是 最 得 到 | TD 


n 227 一 2z 十 5) 十 (z 一 2) 1 (Mt )+c 
arctan l 一 一 一 一 - 
-1 " Vr aT 2) 3 Z 十 1 
利用 欧 近代 换 
(1) 车 a 之 0，Vaxr* 十 bx 十 c 二 土 Yax 十 z; (2) 若 c 守 0，Vazx?: 十 bx 十 c= 二 xz 寺 Vc; 
(3) Va(r—a)(r—r) =z(r— rx). 
求 下 列 积分 : 
【1966】 | 一 一 
TX 二 Vr i 


提示 令 Vr 十 Xx 十 1 =z 一 工 . 


、 一 _ 2 一 1 _ 2(z: 十 z 十 1) 5 zz 十 zx 十 1 
解 设 w 妇 十 zx 十 1 一 zx 一 7, 则 > 1 十 到， dr C2): dz, Vr Frt+l= 。 


_ dz 1 入 巡 十 zl 3 3 
代入 得 | 一 J 竺 = 提 | 了 六 -| z 十 十 ees 


2 
1 ' 3 zi! 3 、 
了 上 工 A + 工 ) n Torril tacaztiy tC 
<“ 2 = 2 
其 中 z=xr 十 Vx 十 x 十 1 
【1967] | dr 
十 V1 一 27r—x 


提示 令 V1 一 2x 一 x: 二 xz 一 1. 
解 设 V1 一 2x 一 x’ = 二 .xz 一 1, 则 


_1l+V1l—2x—x’ _ 2(z—1) 2(1 十 2z 一 过 ) Vi 达到 二 到 _ 2z(z—1) 
元 ， ZT ,dz CT dz， 1 一 2z 一 刀 十 1 。 


4 dr 1+2z— 1 
代入 得 | 二 A | ze VT | 十 二 zi | 


< 一 1 | 一 2arctanz 十 C， 


1 十 WwW1 一 2z 一 妆 


一 ln 


[1968] EE Vir oriodz. 


、 3 ?一 2 过 一 2z 十 2 好 一 2z 十 2 
/Tr Ir. 册 之 Vr ?= 
解 设 Vr 一 2x 十 xz 一 并 , 则 工 Zz 1 *dz DIY dz, Vr —2x 3 


2 一 - 2 2 
代 A 得 。 | V7-2zT2dr- 计 | 人 de 


1 『[LCz 一 1) 十 2(z 一 1) 一 1][(z 一 1)2 十 1]? 
4 dz 
(z 一 1) 


oo| 


= 言 | {[ DD ]+[2e-D+2-D 7 ]+[1- (D7 ]+4e—D 1!} dD) 
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主 {[ E+ D+[ -D-DD ?|+[ -D+—D | >Inlz—1|+C, 
其 中 z= 二 x 十 Vr 一 2x 十 2. 


Xz 一 Vx 十 3x 十 2 
1969] | 了 二 v 工 二 3z 和 ad 
[1969] | Vr Tar 


提示 令 Vr 十 37x 十 2 二 x(x 十 1). 


2 Ea 
解 设 V 严 二 55 一 z(z+1), 则 xz= 优生 ， dz 一 rd VT TT3rt2 7 
代入 得 | 三 Vx 二 3X 十 2 z= | 2z(2—z— 2 ) dz 
f 7 十 /二 二 这 (到 一 = 一 2)( 妇 一 1 
| 17 5 ,1 | 3 16 ja 
108(z 十 1) 18(z 十 D)? 3(z+1)’ 4(z 一 1) 27(z—2) 
四 5 1 3. _ 11 -16 加 
本 ioginlz+1l I8GTD Gti t snl 1| 7ln|z2|+C, 
_ Vx 二 3x+2 
其 中 si 
【1970] | 一 一 全 一 一 dr 
[1 十 wzCI 二 7) 2 
解 ” 设 Vr(l 十 xz) ==z 十 x+, 则 ep dz 一 人 元 dz,1+ VzGTTI7 = = 
dx z(1— (1 一 = 一 好 ) 十 (2z 十 1) 一 2 
代入 得 | A 2 < 二 yd -=2| (1—z—xz)? dz 
dz d(1—z— 2z’) dr 
?| 庆 竺 -= 2 (1 一 z 一 22)2 1| 全- 7) 
1 1 
2| d(z+ 去 ) 2 4) 2z+1 -2 d(x 十 王 ) ， 
5 1\: 1 一 z 一 好 5(1—z—z) 5 」5 1 \: 
字 一 (z+ 去) 于 一 (x+ 二) 
V5 1 
2 | 三 2 2 4C2z+D "| ft +1| | 2(G3-42) ,ec 
5Y5 IVY5  _ 1 1—z—z: 5(1—z—z) = 5(1 一 z 一 好 ) ” 
2 
其 中 z= Vx(l 十 x) 一 
x* ) 利 用 1921 题 的 递 推 公 式 . 
利用 不 同方 法 ,计算 下 列 积分 : 
dz 
[1971] | . 
zz 十 1 一 Wzz 一 1 
dz VX 二 1 十 Vr 
解 | 到 一- | 吝 有 和 - 壮 」 Tidr+ | sidr 
A 1 zx 十 Vr 十 1 
二 二 (Vrt+1 二 Vr 一 1) 十 一 ln +C 
4 十 Vr 一 1 
rdr 
【1972】 | 于 
(1 一 妇 ) Vl—x’ 
提示 仿 aa 果 . 
lx 之 一 1 2 
解 设 和 一 =z, 则 x zj， dz CE dz 
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| dz 1 Cx—Ddz_ = | [3 Jawa 


代入 得 (1 一 ma) VI 2 V(t1) 3z: 二 1 3 EE 十 1) 
») 
Vz , | dVY32) Vz _4 [ 南 " 潜 "es 2/3+ VI tl 1 arctan( V122 )] ic 
3 3 Yl Vay+l 3 3V3L4VZ — Yi22 +1 2V2 一 =V3 
1 [nm zV3+ VIi2z +l pV) Je 
3 3Vi7L zVv3— Vi2z tl zwW3 一 1 
其 中 z= 
x ) 利 用 1884 题 的 结果 . 
dr 
1973 一 -一 一 一 . 
[ 】 | 元 
解 | 一 二 上 一 二 一 - V+ VizrtVitx 
V2+ Vi~r+ Viix T/T Rr Ta) 
2+ Vzrt yltr 1 | dz + dz + 去 | dz 
2 Vi V2 Vi 一 2.。、VITz Vi—z 


一 一 工 arcsinz 十 w1 十 并 一 V1 一 迷 十 C. 
V2 
zt VITzTe 
1 十 x 十 V1lt+zx 二 x 


解 | ZX 十 V1 十 x 十 x dz= | V1l+x+xr: (lt+zrx— Vlt+zrtr ) 4 
1 十 z 十 Vi 二 x 十 xz? (1 十 xz)? 一 (1 十 x 十 x?) 


=| V1l 二 zx 二 xz: 一 1 dz=| V1lt+z+ti+x d 
并 A 


【1974】 | 


In| x|. 


VITz+zr  , . 1 1 VETITIT 
对 于 积分 | > dr, 设 = 六 , 则 dz 一 一 去 dt， ViTzTz = 


不 妨 设 上 人 0, 代 和 人 得 
| ltt dr | va | TITid( 荆 ) 


t 


VE 二 tt 十 1 ll 2 十 1 dz 1 dt 
d= VT TFI | | 
i 2 J) 1 Vi 下 证 殊 ”7 VIF 2 vit 


= emTzTI-n(c+ 羡 +VITTE)+ 去 | 


2 
— VETFATI In 2 十 z 十 2 0 十 n( 1 十 十 = t+1)+o 


2 2 
/EFFI ln ett Vltzrtr 六 n 2z 士 1 十 2 sz AHC 


1 2z 十 1 十 2 V1 十 zx 十 x 
= vV 赤 下 FT 十 二 in tit Vltrtr jrtc. 
2 (2 十 z 十 2 Viizrie)’ 一 


于 是 , 当 z>0 时 ,最 后 得 到 


| z+ Vitzxtx =- V7TzTI+1 In -2z 十 1 十 2 Vitxitr” |， 
1 十 zx 十 VI 十 z 士 好 (2 十 z 十 2 ViTzF ey 


当 rz<0 时 ,可 获得 同样 的 结果 . 
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[1975] | _YZ(CZ 十 1) | 


Vit YETI 
解 | 次 于 半 居 - =| YY Vz) qz dz= |[(z+ DYz—z Vz Ti]dz 
xX 
二 [二 十 址 一 (z+D 和 十 (z 二 1 二]dz 一 二 [(z 十 1) 和 二 三] 一 二 [Cz 十 1) 主 一 在 十 C 
一 1)d>z 
1976 (Cr 一 1l)dz 
[1976) ea :十 1) Vi TI 
开 一 1 x:—1 
解 | De | SE Tt 
(z+1) VE TI Zr 区 本 
(zz 十 1)2 所 ) 


下 面 我 们 先 考 虑 积分 | rd. 设 zx 一 tant, 一 王 <t< 本 , 则 有 dz 一 sec:tdt。 代 人 得 


dr | 时 第 i fe ep fee doer 一 了 于 过 一 一 十 Ci ， 
_1/zv2 
从 而 ， 可 得 ( 训 于 rd 一 应 (二 和 ) 于 是 ， 
, d 人 (天 人) 
| 一 一 2 一 Ddr 1[ lt = 一 二 arcsin{ zy2 )+c. 
(r+ Vt V2 A a ) VE 1+z? 
lt+z? 
?十 ] 
〖【1977】 | -一 一 一 一 一 dz 
| (zx:—1) wz 十 1 
解 ”仿照 1976 题 , 可 得 
xz? 十 1 ZV2 
| zx: 十 1 (xz) (〈 妇 一 1)5 dz 二 一 上 上 LE 
到 DVR V2 IVT \ 
(x 2 一 17)2 1+ (所 和) 
一 V2 V2 ? __l1 ZzV2 十 wz 十 1 
一 一 一 | z 并 二 一 一 
户 Er I+( 3) 十 C 启 m 3 +C 
【1978】 
| 一 二 MA 和 一 
提示 aa 
解 ” 作 代 换 二 一 Jf (这 里 设 zx>0. 若 z<0, 则 作 变 换 十 二 一 Jf, 最 后 结果 相同 ), 则 
dr Vr+2r—1= A 
和 dr -1 一 由 -fdd-52 -1 osinfl 一 ! 
人 得。 | 7 "| 1 | +c 


= 二 arcsin (所 及 )+c (|z|> v2—1). 
(z+1)dzx 
【1979】 了 一 二 一 一. 
| 二 元 二 
解 | 一 二 《z 十 1)dz = | dz + | 加 
v 二 VE | 7 VE 


1 1 2 工 4 5 十 1 
1 d(x 二 去 ) ] d( 去 ) 1 + 于 十 je 
2 1 3 2 1 TY 3 ?2 1,1, /ziril 
(二 到) 十 到 (FtF) + 二 tT 
1 1 Z2(1 十 2z2 十 2 Vx tz +t1) Te 


2 ”2? 十 了 十 3 Vr Tiri 
【1980】 证 明 ,积分 


| Rer， waz 十 5，wcxz 十 dg)dzr (R 为 有 理 函 数 ) 


的 求法 ,归结 为 有 理 函 数 的 积分 法 . 
证 明 思 路 当 a,c 中 至 少 有 一 个 为 零 时 , 则 积分 的 求法 显然 可 归结 为 有 理 函 数 的 积分 法 . 


当 a 天 0 及 c 天 0 时 , 设 Vazrt+b 一 z, 则 Vcr 十 4 二 Vc? 十 di ,其 中 ca 一 一 ， 屿 一 4 一 此 ， 从 而 , 原 积 分 


2_ 
|R( 6 2, Vazt+tdi ) 二 zdz= [a (z, Voz td )dz, 
其 中 RI 为 有 理 函 数 . 
车 c1 之 0, 设 Vcx 十 di 二 土 YVerz 十 wu; 若 di 之 0, 设 WaZ 十 di 二 zu 十 wei， 即 可 将 被 积 函数 有 理化 . 


从 而 命题 获 证 . 
证 当 a,c 中 至 少 有 一 个 为 零 时 , 则 积分 


| Rez, VazT5, VezTd)dz 
的 求法 显然 可 归结 为 有 理 函 数 的 积分 法 . 
当 a 关 0,c 关 0 时 , 设 waz 干 5 一 >, 则 
z= 2, dz 一 二 <dz, Vz 十 一 zttd bc Va +d, 


a a 


式 中 一 大 ,di 一 d 一 娠 . 代入 得 


[Rez, Vazxtb, Vertd)dzr= |R(S—t,, Vazttd ) zdz= [a (z, Vez Ta )dz, 

其 中 R, 为 有 理 函 数 . 

再 设 Va 十 di 一 士 Vez 十 u (cl 之 0) 或 VC 十 di 二 zu 土 Vdi (di 之 0) 一 一 欧 拉 代 换 ,就 可 将 被 积 
函数 有 理化 . 于 是 ,积分 

[Rez, Vartb, Vertb)dzr 

的 求法 可 归结 为 有 理 函 数 的 积分 法 . 

二 项 微分 式 的 积分 

"(at6z")*dr， ( 式 中 m,n 和 思 为 有 理 数 ) 

仅 在 下 列 三 种 情形 可 化 为 有 理 函 数 的 积分 ( 切 比 雪 夫 定 理 )， 

第 一 种 情形 ,zp 为 整数 . 此 时 令 xz 一 z ,其 中 N 为 分 数 m 和 nn 的 公分 母 . 

第 二 种 情形 , 世 为 整数 .此 时 令 a 十 bz" 一 2* ,其 中 N 为 分 数 户 的 分 母 


第 三 种 情形 , 们 一 十 思 为 整数 . 此 时 利用 代 换 :az-* 十 6 一 zw ,其 中 N 为 分 数 的 分 母 . 
车 1, 则 这 些 情形 等 价 于 :(1) p 为 整数 . (2) m 为 整数 , (3) m 十 p 为 整数 . 
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计算 下 列 积分 : 
【1981】 | wz 十 z dr. 


提示 令 工 !' 十 1 一 z? 


解 VETz 一 二 (1 十 xz) mw 一 名 ，n 二 1, p 一 让 ; 全 十 p 一 3, 这 是 二 项 微分 式 的 第 三 种 情形 . 
、 一 1 2 
设 工 1 十 1 一 zx? , 则 TT dz 一 一 [dz FTA ry 


(不 妨 设 z 汪 >0, 以 下 各 题 不 再 说 明 ). 代入 得 
3 4 好 一 一 dz -一 dz __ 
[vz 十 Z dz "| pe je 1 ?| es 


2 z 5[ dz. 2 | 一 dz -| 一 尼 
6 1 6 (Cal) a kr 


一 之 之 _ z 工 ，z 十 1 
-ga ia) ei)t1i6l zi 


= 二 VT 一 2 至 V5 二 灾 + 了 InWE+VITz) 二 C (z>0). 
x ) 利用 1921 题 的 结果 . 


十 C 


1982 
Da | 二 
提示 令 z 一 z. 

Vr 人 1 1 1 ey , 
解 tz) .m2 ,m3 + 一 一 2; 思 为 整数 ,这 是 二 项 微分 式 的 第 一 种 情形 . 
设 zx 一 xz , 则 dz 一 6zdz, Vi 二 x YI 二 z?. 代入 得 

Vr =6| 好 二 4 DZ 加 1 

ty dz 一 6 CF d=6| | 2z* 十 3 Zt ty | 

#) 
= 4 +t18— 24arctanz 6| ZE 到 二 十 本 1 arctane | 十 C 


ri 


-zi 计 一 4 十 18z 计 十 —21arctan(xt )+C. 


es 
*) 利用 1921 ee 
【1983】 | 一 时 一 
V1l+ Vr 
提示 令 1 十 x 二 2. 
工 加 2、_1 _2 1 和 十 1 
天 一 一 一 z(LI+z3) 2 。 ml,n-s'P si 3 这 是 二 项 微分 式 的 第 二 种 情形 . 
MI 十 wz 
设 1 十 xz 了 一 zz， 则 z= 二 (z? 一 1) 计 , dz 二 3z(z? 一 1)3dz. 代 人 得 
rxdx 3 
一 3 | (2:—1)?dz== 一 z’ 一 2z’ 十 3z 十 C， 
| 产 技 | 
其 中 z= V1l+Vz 
x’dzx 
[1984] | 二 
Xs _ 1 m+t+l 
解 Fx (lr) 7. m=5, n=2, p=——7: mn 一 3, 这 是 二 项 微分 式 的 第 二 种 情形 . 
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设 Vi 一 过 一 z (不 妨 设 z>0)， 则 z= VI 一 于 ， dz 一 一 -de 代 人 得 


xidz | 2 \2 一 2 3 上 5 
| 二 =- (1 一 z?)?dz 二 一 z 十 二 x 一 一 十 C， 
Viz 3 3 
其 中 z= Vl 一 x 
dz 

【1985】 | 和 = 
VIF 
3 


提示 令 工 ?十 1 


1 0 3、_l 1 1 十 1 nn、 一 一 明 
解 WE (lr) 3, m=0, n=3, p 3 3 元 十 p 0, 这 是 二 项 微分 式 的 第 三 种 情形 . 


设 zs: 十 1=z, 则 z= 二 (一 1) 证 ， dz 一 一 过 (z 一 1)- 寺 dz. 代 和 得 


| dx = 一 | z dz- 一 言 | dz + 二 | zidz 
IE zz 3),2+ztl 


1 
in|z 1 | 十 已 1 ln(zz 十 = 十 1) 一 启 aretan 2 )+c 


z: 十 z 十 1 1 ( 尘 


一 一 arctan V3 


(z—1)? V3 )+C， 


1 一 0 4 一 二 一 一 一 工 ， m+1 一 一 一 区 
解 7 (1 十 z4) +, m=0, n=4, p= A; 十 p 二 0, 这 是 二 项 微分 式 的 第 三 种 情形 . 


设 x 十 1 二 zx! , 则 > 一 


4 4 
Yi (z>0, xz>0) ,z=(z 一 1) ， dz 二 一 (xz 一 1)- 了 dz. 代 人 得 


于 


1 一 二 一 二 arctanz 十 C， 


-=--| 4 =| 1 _ 1 1 d 一 工 ln 
YI ZI 4Cz 二 1) 4Cz—1) 2(2t1) | 4 
其 中 VIF 


I 


L19873* | 天 = sr 
x 


lt). m1, mn 一 6，p 一 一 工 ; 2 


放下 二 6 1 


二 0, 这 是 二 项 微分 式 的 第 二 种 


解 


情形 . 
设 人 过 一 VT 干 二 (z>0,7x>0) ,x Y Zi ， dzx=xz’ (2 1)- 言 dz， 代 人 得 


|- =| so 一 | tl + + 了 :+1 1a 
Ts zs—1 6(z 十 1) 6(z: 一 z 十 1) 6(z 一 1) 6( 对 十 zx 十 1) 
1，zx 一 1 Zz 十 1 1 2z—1 2z 十 1 
一 于 In zrit1s LIn 和 +(en( 和 - )+arctan( -全 ) |+c 
_1，z 一 1 一 z+1 1 zx —1 
一 Fl 2 十 证 jn + jareen(< 妹 )+c， 
其 中 z= Vix. 
[1988] | dz .. 
z: 1 十 工 
并 


1 _ 

5 
/十 工 
z 


情形 . 设 1 十 x != 二 zx, 则 Xx 二 (zz 一 1)-!1,dx 二 一 5z*(z’ 一 1) :dz. 代入 得 


| dz 
5 
EM /i+ 二 
工 


1 
二 zl 二 x 1) .m= 一 3, n= 一 1, p= 二, z 十 


解 上 ;下 1 一 2, 这 是 二 项 微分 式 的 第 二 种 


一 一 5| 2 一 Ddz 一 一 生 2 十 二 地 十 C， 


其 中 -AI+ 二. 


【1989】 | V3z— Zz dx. 


解 。Y3z 一 一 革 (3 一 熙 六. 加 一 站，n 一 2， 一 言 ; 十 p 一 1, 这 是 二 项 微分 式 的 第 三 种 情形 . 
设 3 一 1 一 z3 (不 妨 设 z 盖 0)， 则 
Z2 
一 .一 全 dz 
并 Vz il 2 (zs 二 1) 六 
9 | 2 d __9 dz ,9 dz 
2 | Cet? 2 Jatl 2 (Ct1)’ 


9F1, (z+1)* ,1 2z—1\7"” ,9 z 1 (z+1)? 
到 | 二 mn 3 十 万 aretan( 他 ) | +3 | RD + ni 


| 
CD 
1 
SS 
局 
Cn 
六 


代入 得 | yy 37z 一 2 dz 一 


2 2z—1y1? 3z 1 (zc+D 他 2z 一 1 
十 了 arctan 人 V3 ) | tC Ty 二 丈 二 = 十 1 2 arctan( V3 )+C， 
其 中 MI 


要 
*) 利用 1881 题 的 结果 . 
xx) 利用 1892 题 的 结果 . 


【1990〗 在 什么 情形 下 ,积分 | VI 二 疡 dz (m 为 有 理 数 ) 为 初等 机 数 ? 
解 ViTz"==z*(1 十 z"). 由 于 p 一 去 , 故 由 切 比 雪夫 定理 知 , 仅 在 下 述 两 种 情形 ,此 函数 的 积分 
可 化 为 有 理 函 数 的 积分 . 


1 一 1 一 2 一 on. 


一 种 情形 , 工 十 二 = - .. 
第 二 种 情形 ,去 十 训 为 整数 , 即 m 一 区 二 ,其 中 心 一 0, 士 1, 士 2 


综 上 所 述 , 即 得 : 当 m= 子 ( 式 中 一 土 1, 士 2,…) 时 ,积分 | VITz dz 为 初等 函数 
3 4. 三 角 函 数 的 积分 法 


| srzeoszdz (m 及 nn 为 整数 ) 
的 积分 ,可 利用 巧妙 的 变换 或 运用 递 推 公式 计算 . 
求 下 列 积分 : 


[1991] | cos5zdx， 


解 | oszdz=- | sos zeoszdz— | (1 一 sin2z)2zd(sinzy) 
, , , 2 1.; 
一 | (1 一 2simz 十 sin x)d(sinr) =— sinr— -3 sin T+ sin Zz 十 C. 


[L1992] | sins zxdz。 


— 3 
解 | sin: zaz= | (1 cos2z ) dz 一 3 fa 3cos2z 十 3cos2z2z 一 cos32z)dz 


也 一 襄 sin2Xx 十 一 3 | 一 井上 Qsin?2x)cos2zdz 
一 天 一 言 sin2zx 十 入 +#7 sin4x— 亩 | Qsin?2z)dsin2z) 

= 天 一 世 sin2z 十 页 一 sin4z 一 六 sin2z 十 让 sin*2z 十 C 

一 儿 一 子 sin2x 十 说 B64sin4r+ 48 sin 2z 十 C. 


F1993] | cos’ xd. 


解 | cos zdz— | sm (z 一 至 )a(zx 一 至 ) 


= 喜 (z 一 至) 一 村 sin2(z 一 至 ) 十 总 sin4( ) asin'2(z 和 + 
= 于 于 sin2z 十 总 sin4r 一 让 sin 2z 十 C， 


x*x) 利用 1992 题 的 结果 . 
【1994】 | sin? xcos‘ xdx. 
解 | sin2 zcos4zdz 一 地 | sin2z 2xcos’: xdzx= 诗 | sin22z(1 十 cos2z)dz 
一 于 | 一 pqz+ 击 | sin22zd(sin2z) 一 车 一 计 sin4z 十 大 sin 27z 十 C. 


【199S】 | sin zcos5zdz. 


解 | sin' zeos’ zdz= | sin4z(1 一 sin2z)2d(sinz) 一 sinixz 3 sin’ zz 十 3 sin Zz 十 C. 


【1996】 | sin5 xcos’ zdz. 


解 | sins xcos’ zdx = in 2zdzx 一 -下 | (1 一 cosz2z)2dCcos2z) 


1 ss 1 oss 
610s27+ 96°os 2z 320°05 2z 十 C. 


i 
[1997] 二 dz 
COS 并 


解 az- 站 acoso- 1 _ 1 


COS4 工 Os 3cosir Coszx 


a 
【1998】 | 罕 zaz 
sin zx 


解 | szdz = | ss Td(s inz) 一 一 立 | cos'zd( 


sin3 站 Sn 


1 
sin2 工 ) 


cosix 3 fcos:zsinz _cosr 3 「1 一 sinzz 
5 一 二 一 Sin Zz 


dz 


- - z = 
2sin: x sin2 工 2sin:x 


cossrz 3 Z| 3 
一 2 过 tan 了 | 2 cosZ 十 C 
[1999] dz 
sin3 工 
dx 1 _ cotx COS 工 COsX 1 一 sim x 
解 | | 十 dceoe sinz co md sin:z sin5z “ 
= 于 | dz 十 ln tan 亡 ， 
Sin2 x sin3 工 
dz Cosz 1 工 | 
二 一 In|tan 酉 | 十 C. 
于 是 ， | pr 2 ln | tan 2 
[2000] | dx 
cosix 


各 | gy -| d(x 十 至) cos(z 十 到 ) 


1 
Cos x sin’ (z+ 子 ) 2sin? (z+ 子 ) 2 


_ sinx 
2coszr 2 


tan( 冯 十 亚 ) | 十 C. 


x* ) 利用 1999 题 的 结果 . 


【2001]】 | 
sin COS 并 
| sr dz 一 16| 一些 一 一 8 | esc*2xdCcot2z) 
sin COS x sin 2x 


一 一 8 | (1 十 cot?2x)d(cot2x) 二 一 8cot2x 一 cot 2z 十 C. 


【2002]】 | dx 


Sin3 zcoss 和 


提示 : 多 次 利用 等 式 1 二 sin? x 十 cos? 工 . 


解 | dx | sc qz— | dz +| dz 
Sin3 zcOS5 x Sin3 xcos’ x sinzcos5 zx Sin3 xcosi x 


| sin’ x 二 cos’ x | + | | sinzx dz+2| dz +| dx 


sinxcos’ x 


Sin3 zcOS3 工 COS5 六 sinxcoszx sin? xcosz 
d(cosx) sinz COSX 
二 一 | 一 一 十 2 cos zd 十 3 | 一 一 一 一 
COS5 工 CO sinxcosz sinix 


1 2 dlcosz) 4 dean) dsinz) 1 


4cos'x COS3 工 tanz sinxz dcosxr cos’ zt3ln| tanx | 一 2sinzx 
一 3 tan4 并 十 > tan: x 二 cot x 十 3In| tanz | 十 C. 
【2003】 | 元 分 
sinxcos'z 
提示 : 与 2002 题 相同 ， 
.2 2 。 
| dz 一 | 5 王 9 zdz= | et | dz ， 
Sinzcos4 工 sinzxcosz cosix sinzxcos: x 
| Sinz dz dz | ss 二 tan 工 
cos'x COS2 工 sinz = go 工 coSs2 工 2 


1 


3cosix cosx 


十 ln 


tan 元 | +C. 


【2004】 | tans xdz. 


解 | tan’ xdz= | tanz(seczz 一 1)2dz 一 | sec4 ztanzdz 一 2 | sec2z ztanzdz 十 | tanzxdx 
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dCcosz) 1 


sec4z 一 sec27z 一 in|cosz| 十 C， 
COS 工 4 


= | sec: xd(secz)—2 | seczd(secZ) 一 
荆 tantz 一 二 tanzz 一 In | cosz | 十 C. 
4 2 

[E2005] | cots xdx, 

解 | cot5 xdz 一 | cottxlcsc: x—1)*dz= | cotz rcsc4zdx 一 2 | cotz zcscz zdz 十 | cot? zdz 


一 一 | cot2z(1 十 cotzz)dCcotz) 十 2 | cot? zd(cotz) 十 | (csex—1)dzr 


= 一 圭 cot zx 一 二 cotz 十 各 cotz 一 cotz 一 x 十 C 一 一 言 cotzx 十 诗 cotz 一 cotz 一 z 十 C. 
:nd 
[2006] | Sm Tg 
cose 并 
4 
解 | dz 一 | tan‘ xd(tanz) 一 言 tan?z 十 C. 
【2007】 | 一 -上 一. 
W sin3 zcos5 工 
in? xdz _ cos:zdz d(Ccotz) 
解 | 二 和 一 - | 一 汝 于 + Vtanrd(tanz)— | 一 一 一 
A sin3 rcos’ x VSsIin rcos’ x AW Sin3 zcos > x W cotz 


一 了 VE 一 2 wW cotz 十 C. 


dx 
一 一 一 一 . 
cosZ Vsin: x 


解 设 上 wsinz, 不 妨 只 考虑 cosz 为 正 的 情况 , 即 一 了 <z< 本 分 且 z 天 0， 则 有 


【2008】 | 


1 一 此 
4 dx dt _3. 1 1 1l1[/l. t+2 3 dt 
代 人 得 | 运 J TI 一 一 (I +I) | (tr 
1 
d(:+= 
2 十 1 3 2 3| 1， G+ 2 一 1 
Lill 3| 3[1 1 
d+ Etti Lt LT | tC 
2 4 
ln (zt 十 1)? (十 tz 十 1) V3 2t+1 2t—1 
ln Ep) cp | aretan ( /3 ) 上 +arctan( ) |+c 
_1，(CL+oO3(CI 一 2) ,V3 V3 
4 mF)t 2 arctan (Fr ) to 
其 中 = Vsinz. 
x*) 利用 1881 题 的 结果 . 
dx 
[2009] 。 
| -入 
解 设 :=Vtanz, 则 工 一 arctant ，dz 一 Ts 一 一 dt. 代入 得 
dr _ dt 1 ,F+W2+1, 1 iW2 YY 
=2 =2( 汪 1 i Es) 
| 二 上 1 ME PH a n 7 +C 
1 ,e+ty2+1 1V2 
=— ln NT rctan +C. 
2V2 妇 一 上 V2 十 1 /a 1—# 


其 中 t= Vtanz. 
x* ) 利用 1884 题 的 结果 . 


dx 
【2010] | . 
Y tanz 


解 设 Ytanz 一 t, 则 z=arctanf’， dz= jd sdt.、 代入 得 


tdt _ 3 de) -3 [1 全 二 1 ret | 
| = 3 | 1 pe 和 一 2 十 1 十 启 aretan 万 十 C 
2 2 
= 地 In A + arctan 全 le, 
其 中 1= Vtanr. 
x) 利用 1881 题 的 结果 . 
【2011】 推出 下 列 积分 的 递 推 公式 . 
(1) 1, = | sinzdz; (2) K,= | coszdz (n>2). 
利用 这 些 公式 计算 | sint zdz 和 | cos zdz. 
提示 利用 分 部 积分 法 , 易 得 : 
ial _ ; nl 
(1) =— sn fly, ,, (2) 天 ,一 Snzcos” z+alkg,, 


解 (1) ,= | sinrzdz 一 一 | sin"” !xd(cosz)=—cosrsin" !zx++(n—1) | cos’ Sin ?zxdx 


一 一 coszsin 1z 十 (2 一 1) | 《1 一 sin2z)sin 2zdz 一 一 coszsin lz (no—1)1,_ :二 (nl1,, 


nl 


于 是 ， 了 一 COSZSIn znl Ti 


n n 


利用 此 公式 及 二 = | dz 一 x 十 C， 即 得 


一 .au Cosrsinrz, 5 Cosxsin’ x 5coszsinzz | 5 
Te | sin 工 dz ee 十 I 6 24 十 8 L 
_ coszsin x 5coszsin x Scoszxsinz | 5 
ee 十 二 Z 十 C. 


(2) K, = | soszdz= | eos zdsinz) 


nH 一 2 


二 sinxcos” 1zx 十 (n 一 1) | sin’ zcos” :xdr= sinzcos” 1Zz 十 (2 一 1) | (1—cos’zx)cos" zdz 


=sinxcos” lx 二 (n—1)K, :—(n—1)K,, 
于 是 ， K, = sinzcos” x | nl Ks 
n n 
利用 此 公式 及 Ko 二 xz 十 C， 即 得 


K: = | costzdz 一 于 sinzcos xz 十 二 KK。 一 


一 于 sinrcos 工 十 在 sinzeos 5zx 二 sinzcos 3z 十 sinrcosz 十 六 Bs Zz 十 C. 


【2012】 推出 下 列 积分 的 递 推 公式 ， 
(1) n= | (2) K,= | 各- (n>2). 


利用 这 些 公式 计算 -dz 和 |- 季 


sins x cos’ zx" 


提示 “利用 分 部 积分 法 及 1 二 sin*z 十 cos*x, 易 得 


COS 工 7 一 2 
1,-2; (2) K, 
《7 一 1)sin" :x nl ? 


2 2 
dz _ | sin’ 广 十 cos zdz 一 [一 1 | eosza( 1 ) 
n—1 sin” Xx 


sinzx 2 一 2K 
(2 一 1)cos” 1z 7 一 | 


2 。 


(1)》 1, 


解 (1) 工 sin"zx sin"x 
I COSX 1 I COS 工 7 一 2 1 _，， 
"2 Cal)sin zr 7 一 1 (za 一 1)sin lz 7 一 1] " 
dz x 4 
人 | dr 
利用 此 公式 及 下 | 站 In|tan 3 |+C, 即 得 
dx COS 工 3 cosSr _ 3cosz | 3 
一 5 一 一 一 一 一 十 一 二 二 C， 
sin 和 4sinz 4 Bs 4sintz 8sinzx 8 In | tan 2 + 
:2 2 
(2) K, = [- =- | sin xz 十 cos £9.—_ 1 | sinzd (wir ) + K, 
COs"X cos"z n—1 CoOs” x 
sinx 1 Sin 工 7 一 2 
(Ca 一 1)cosc 一 1z AIK TK, (n—1)cos” ‘x AiR 
dz 立 x 4 
AN 一 -一 二 十 一 
利用 此 公式 及 K, 一 | :in| wan( 吉 二 至) | 十 C, 即 得 
dr sinz 5 sinz 5sinzx 5sinx 5 工 . 
一 eK: 十 一 ln can( 冯 + 至 )| +c 


K, = G6cosix 24cos'ix l6cos:x 16 


cos’x bcosix 


为 了 计算 下 面 的 积分 ,可 以 运用 公式 
I . sinasin8 一 到 [cos(a 一 月 一 cos(a 十 有 ] ; 


[1 . cosacosB= 到 [cos(e 十 且 十 cos(e 一 有)]; 


亚 . sinacosp 一 [sin(a—Ap) 十 sin(a 十 8)]. 
求 积分 : 
【2013】 | sin5xcoszdz. 


解 | sin5zcoszdz 一 方 | tsin4z 十 sin6zj]dzx 一 一 言 cos4z 一 二 cos6z 十 C. 


【2014】 | COSrICOS2XTCOsS3XdX. 


解 | coszcos2zcos3zdz 一 方 | cos2z(cos4z 十 cos2z)dz 一 于 | (cos6z 十 cos2z)dz 十 于 | 《1 十 cos4z)dz 


1 iT 工 
一 交 sin6z 十 8 sin2x 十 16sin4z 十 了 十 C. 


T 


[E2015] | sinzsin 7 sin 可 dz. 


解 | sinzsin 地 sin 了 dz 一 3 | (cos Sz cos zx)sin 到 dz 
| 


= 去 | ao 2 in 袜 dz 一 4 | 

2 | esa3zsin 了 dz 一 了 | cos 可 zsin gdr 

_1 ,7 ,1 _1 11 ,5 

-地 | (sin 67 sin x) dr 于 | (sin x sin Bx ) dr 
3 工 十 3 COS zr 3 cos 5 zx 二 C. 


7 3 
14°0s 6 ZX 十 2 eos +25 
【2016】 | sinzsinz+a)sin(z+bdz 


解 | sinzsin(z 十 a)sin(z 十 Odz 一 六 | sinz[cos(a—6b) ~ cos(2x+a+t+b) dx 
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2 coszcos(a 一 0) 一 圭 | [sin(3z 十 a 十 信 一 sin(z 十 a 十 所]dz 


一 一 去 coszxcos(a 一 b) 十 五 号 cos(3z 十 十 名 一 六 cosC(z 二 at) tC. 


【20173】 | eosrazcos bzdz. 


解 | cos:axcos: brdz= | (cosaxcosbzr)’ dz 一 村 | [cosC(a—b)z+t+cosCat+b) rj dr 


EF | Ceos’ (a 一 六 xz 十 cosz (a+6b) z+2cos(a—b) rcos(atb) rx]dr 


一 

一 言 | [2 十 cos2(a 十 6b)x 十 cos2(a 一 6)x1dzx 十 一 7| (cos2az 十 cos2pz)dz 
Zz 

4 


sin2(atb)zx |, sin2(a—)zx . . 
=-sin2b. C. 
十 16Ca 二 六 十 16Ca—6) 二 部 Sin2az 十 部 Sin2bz 十 


【2018】 | sin3 2xcos: 3xdx. 


解 ” 先 利用 三 角 公 式 化 简 sin;2xzcos: 3zxdz, 得 


1 ， 3 . 1 ， 3 . 3 . 
3 2a 一 一 
Sin 27zrcos 3 一 16sin12z 十 16sin8z 8 sin6x We 8 sin2x. 
于 是 ， | sin’ 2xcos: 3xdzx = 


EE 1 cos6zx 十 襄 4cos4Z 一 诅 cos2z 十 C 
为 了 计算 下 面 的 积分 ,可 以 运用 恒等式 : 


sin(a—PB)S=sinL (x 二 a)— (zp) 1, 


cos(a—P)=cos[ (z+a)— (z+p)1. 
求 积 分 : 
dx 
【20191] | ne “ 


解 | 1 | 
CT eT sin(a—b)) sin(zt+a)sin(z+6) 
1 | | se 二 多 _ cos(z 十 ay) ] 1 


~ sin(a—6) sin(z 十 0) sin(Zz 十 a) sin(a—6) " 


sin(z+ 5b) 
cos(Z 十 a) te, 


其 中 sin(a 一 姑 0. 


dz 
[2020] | sn Tacostr to) 


1 cos[ (z+a)— (z++b)] 
解 | rs cosl | dz 


4 一 0) 」 sin(z 十 C)cos( 并 十 D) 
| [加 (于 入 Smee |4 ml 1 sin(Z 十 a) +c 
= cD sin(z 十 a) cos(rt6b) J cos(a—b) "|cos(zxib) “ 
其 中 cos(a 一 六 天 0. 
dz 
【2021] LOST 
解 | 1 | 于 
TD sin(a—b) cos(Z 十 a)cos(Zz 十 站 ) 
_ | [ 间 | 1 COS(Z 十 六 ) 十 C 
Se cos(Cz 二 a) cos(z+t6) jj sin(a—b)'™ |costrta) ” 
其 中 sin(Ca 一 0 站 天 0…， 


*) 当 a 一 5 一 24r (R 一 0, 士 1, 士 2,… 


) 时 ,是 更 简单 的 积分 ,2019 题 及 2020 题 与 本 题 类 似 , 解 法 从 略 
【2022 了 | 元 
sinx— sina 
dz 1 cos( 52 一 二 -< <“ ) cos 工 < BS in 
解 | Sinz 一 SinQ dz 一 | 2 X—a dz 
2cos 2 sm 7 
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os 工 - 2 sin 二 -人 二 
2 十 一 一 jz- 志 ma 一 一 一 | +c， 


-se | ( . Xa z+a cosa Zz 二 a 
sin 一 7 cos 一 7 2 
其 中 “cosa 天 0， 
【2023】 | 


d(z+ 至 ) 


解 | < 
| ss | re) er 


sin Za 一 天 | ” cos 工 一 2 

1 2 _ 1 2 | 

( 十 3 ) 0 Zz 二 a 二 2x t+C= snaln cos 工 十 & 十 C， 
COS CC 2 bi c ST 2p 2 


其 中 sina 关 0. 
x*) 利用 2022 题 的 结果 . 
[2024] | tanztan(z+a)dz. 


sinxsin(x 二 a) d 
coszcos(z+a)™ 


解 | tanztan(z+a)dz— | 


TX 


_ | cosxcos(z+a)+ sinrsin(z+a)— cosxcos(z+a) | 一 | cosa— coszcos(z+a) 4 


cosZcos(Z 十 a) coOsZcos(Z 十 C) 


dz 


cos(Z 十 C)cos 工 


COST 


号 了》 
cos(Z 十 a) 十 C， 


= 一 z+eosa | 一 工 十 cotaln 


其 中 sina 关 0. 
x) 利用 2021 题 的 结果 . 


形 如 | R(sinz,cosz)dz (R 为 有 理 函 数 ) 


的 积分 在 一 般 情形 下 可 利用 代 换 tan 万 一 :化 为 有 理 函数 的 积分 . 
(1) 若 等 式 


R(—~sinz,cosz) 三 一 R(sinz,cost) 或 Rsinz, 一 cosz) 三 一 RCsinz ,cosz) 
成 立 , 则 最 好 利用 相应 的 代 换 cosz 王 :或 sinz 一 上 
(2) 若 等 式 R( 一 sinz ,一 cosz) 三 ROsinz,cosz) 成 立 , 则 最 好 利用 代 换 tanz 一 上 
求 积 分 : 
dz 


【2025】 | 2sinz 一 cosZ 十 5 


解 设 : 一 tan 工 > , 则 sin 并 一 本 ，COSX 二 生气， dz 一 2dt . 代 人 得 


十 C. 


一 arctan 


dz _ dt 1 (法 
2sinz 一 cosz 十 5 3 如 十 2 十 2 V5 


3tan 也 十 1 


V5 


向 


1 
十 C= 二 一 arctan 
V5 | 


dz 


【2026] | (2 十 cosz)sinz” 


解 设 1=tan 宇 > ' 同 2025 题 ,得 


z 1+# ， frl 2 _1 ， 
J EE 4 一 | 去 +5 和 | 3 ni3+te)| + 


1 ，(1 一 cosz)(2 十 cosz)2 ") 
= (1 十 cosz)? tC. 
并 
sin 到 于 
x*) 由 于 43 十 如 一 tan 学 (2+sec 2 主 ) 一 一 (1+2c08 圣 ) 
2 


1 
_ 二 


一 coszr)(cosz 十 2)2 J 


(1 
一 -人 (cosz 十 2) 一 2 | 
(Hos)! (1 十 cosz)’ 


zs | 1 (~cosr)(2+cosr)’ 
因而 , ln|z(3 十 ) | 一 ln2 十 2 ln C1 FE osrys 。 


sin2 工 
【2027】 | ™ 
解 设 tan 亏 一 4, 同 2025 题 ,得 


1 —2+t 1 
[3 Fore ti er 地 


| sin’ x z=4| td 4 
Snr ocoszd™ (1 二 T2222)?(l 二 Tt—22) 5 


= 地 _d _8 dz 3| 2zdt 十 全 
1 二 如 5 」 dt) (1+2)? 5 5- (ii) 
4 2 
,) 竭 + 一 了) 
二 和 arctant 一 三 t FT 和 十 广 arctant 2._ 1 十 4 ln 2 2 十 C 
5 2(1+2) 5 1+ 5V5 1) ! 
2 2 
V5—1 
2.1t2 4 
一 5 1+F 55 VE+1_, +C 
2 
LS 
= 一 证 (eosr+2sinz) ”++5 和 In tan( 闻 十 aregan ) 十 C. 
x* ) 利用 1817 题 的 结果 . 
工 Sinz 
x %) 2.1+2t__2 .2 I 1. 十 2si ) 一 工 
5 “1 十 如 5 1 x 5 2 5 OT Sm 
Sec 3 1 十 cosz 
Bit tan ( areyan2 ) 十 t n 却 
***) lIn V5 十 1 =In arctan2 并 
ot cot( 2 ) 一 tan 至 
tan (arcyan2 ) 十 ta an 到 1 
一 jn | 一 一 一 | 十 hn 一 一 一 一 一 一 
1 一 tan (aetan2 )tan zx t (srtan2 ) 
2 5 2 
工 arctan2 ) _ arctan2 
一 ln tan( 到 十 acene ) | | | cot( szeen2 ) |. 
dz 
〖【2028】 [十 上 =， (1)0<e<1; (2)e>1. 
并 di 
解 设 :=tan 廊 ' 同 2025 题 ,得 | = (1 二 +e) 二 (ll—er 一 工 


(1) 0<e<1， 


5 
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2 


ER 


(2) e>1， 
| VerI+ ve | 
"| AR ve) 


2 d 1 
1 


1 


ET 


mn | < 十 cosz 十 Ve a ”He 


1 十 ecosz 


we 十 1 十 上 ve 一 1 _e 十 1 十 24 VE 一 1 十 (e 一 1) 靖 _e(1 十 刀 ) 十 (1 一 此 ) 十 2 lt 
we 十 1 一 上 Vs 一 1 (et+1)—(e—1)r el(l—)+ (te 7 


关 ) 


_e(1 十 刀 ) 十 (1 十 二 )cosz 十 24 we 一 1 
E(1 十 刀 )cosz 十 (1 十 刀 ) 


+ cosr+ Ve 1 _ ecosr+ We 一 1 sinz 


EcosZ 十 1 scosz 十 1 


Sin2 x 
工 
+sin x 


Sin 并 1 dltanr) _ d(tanz) 
解 [各 和 dr |e Tom )dz 六 | si 1+2tan:x 


一 zx 一方 eretanW5tanz) 十 C， 


{2029】 | I 


dz 
[2030] | = sin: zx 二 bcos:x" 
dl(tanz) _1 atanz 
解 | srr es sin eo 工 a’tan: z+pb’ 25aretan( )+c, 
其 中 ab 关 0. 
cos: xdx 
{2031] | sin? z+ bcos xr) 
cos: xdzx 1 dlatanx) _ tanz 1 atanzy”) 
解 | 去 sin2z 十 好 cosz2z)2 a (aztanzz 十 妃 ) 2 atam th) | Dab sarctan ( b ) te, 
其 中 ab 关 0. 
x*x*) 利用 1921 题 的 结果 . 
SInZcOS 工 
[2032] | 
， 工 1 
sin? (z+ 亚 ) 一 亏 dz 


sinxcosx _ 1 : TT 1 ~ 
解 | a | Vzsin (z+ ) dr= 言 | sin(z+ 4 )d WE | ra) 


BE] 


一 一 工 TT) 1 工 十 五 
启 cos(z+ 于 ) ZB" tan( 取 十 各 )|+c 
一 去 Csinz 一 cosm) 一世 tan( 冯 十 到) | 十 C 
dz 
L2033] | ca ey 
解 | dz 一 工 [dotanz 十 已 _ 1 十 C= COST 
(asinz 十 bcosz)2: a 」(atanz 十 5)2 atanz 十 & af(asinz 十 pcosz) 
sinxdx 
W034] | sire 
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解 | sinrdr sinrdx 
sin’ Xx 十 cos’x (sinz 十 cosz)(]1 一 sinzcosz) 
_1 《sinz 一 cosZ)dz 1 dz 
2 」(sinz 十 cosz)(1 一 sinzcoszr) 2 」1 一 Sinzcos 工 
1 f『 一 (cosz 一 sinzr)dz ，1 fsin2 过 一 cos? 工 二 1 dz 
3 Sinz 十 cos 工 6 1 一 Sinzcos 并 2 」1 一 sinzcos 工 


1 | d(Csinz 十 cosz) ， 1 fd(1 一 sinzrcosz) 1 | d(cotz) 
3 sinXx 十 cosx 6 1— sinzxcosx 2 ( 


1 \ 3 
cotz 一 去 ) 十 下 


1 In (sinzr 十 cosz)z 1 arctan (2 一 sn 
6 1 一 sinzrcosT V3 V3 sinz 


)+C 


【2035】 | 


sin oe zr 


d(tan2z) _「 dctan2z) _1 
解 | 均 这 ‘rcos'r | 2sec’2x— tan’2x 2 二 tan’:27x 万" ( V2 )+c. 


sin’ xcos zx 
[2036] | sins x 二 + cossx 
解 | sin rcossxz ， | 2sin: 2xdxz | tanz2zd(tan2z) 
sins 过 十 cos8 和 sin'2x— 8sin: 2x 十 8 tan‘2x— 8tan’2xsec’2zx++8sec'i2x 


tan’ 2xd(tan2x) V2 d(tan2x) 2 d(tan2x) 
= = 从 CHV2) | -yD | 
| 2z 十 8tam 2z 十 8 4 tan22z 十 4 十 2VZ 4 tan2z2zx 十 4 一 2V2 


-下 vecen 人 tan2r ) V2 Treon( J ) |+c. 


4 V4 十 2V5 V4—2V3 
sin2 工 一 cOs? 工 
【2037] | sin' x cos'z 

| 4 | cos2x dz= | ( 却 2cos2x 2cos27x ) 
sin' 7 十 cos!x 1 一 也 sinz2z 2V2 V2 一 sin2z wV2 十 sin2x 
1 In 2 sin27x 

-2 "FEsin2z 

sinxcosx 
【2033】 | 党 zd 
sinzcosz | 一 tanzsec: x 1 d(tan’: x) _1 2 
解 | 尝 各 = dz | sar 2 」2tan4z 十 2tan2z 十 1 2 arctan(1 十 2tan 7)+C. 
【2039】 | 二 XT 十 coss x 
dx dz 2d(tan2z) tan2x 
解 [ts 6z 十 cos6 工 | ss | 一生 一 Te ra arctan( 2 )+c. 
4 
dx 
[2040] | cy. 
d — dz 2 
解 | 并 COS4 工 _ fsec’ xd(tanz) 
(sin? z+2cos’ zr)’ (tan: z+ 2)? (tan2 工 十 2)2 
tan2 x dCtanz) _ [ (tan2z 十 2) 一 2 d(tanz) 

-| cy 37 十 2) dCtann) + | rr: (tan’ z+ 2)7 dtanz) + | try 
dCtanz) | dGtanz) 1 it (2 ) 一 tanrz 1 tanzx 
tan’: xz 二 2 (tan’ z+2)? V2 Tm 4(tan2Z 十 2) zetan( 训 | < 

3 tanzy tanz 
aretan 人 VE ) aniz ta tC 


x* ) 利用 1817 题 的 结果 . 
[2041】 把 分 母 化 为 对 数 的 形式 , 求 积 分 | 5 于 


asinz 十 pcosz 


十 
1 mn (Te) |+e. 


解 | -| mrs Va 


ln 


一 aa _. ， -bb 2 2 
式 中 cosg== J sing J 4a: 十 姑 尖 0. 


[2042】 证 明 ， | asinz 十 bcoszdz 一 Ar 十 Bln| asinz 十 bcosz| 十 C, 式 中 4,B,C 为 常数 . 


asinzt bcosz 


提示 首先 ,a 及 65 不 可 能 同时 为 零 .其 次 , 令 
al sinz 十 如 cosz=A(asinz 十 pcoszr) 十 如 (acosz 一 bsinz)， 


比较 等 式 两 端 同类 项 的 系数 ,可 得 A,B: 


A 一人 二 Fe ， B 一 2 二 2 Te (az 十 世 天 0)， 
并 注意 (acosz 一 psinz)dz 一 d(asinz 十 pcoszr) ,命题 即 易 获 证 . 
证 设 asinz 十 轨 cosz=A(asinz 十 pcosz) 十 B(acosz 一 psinz)， 
aalt bb ab!—aib 


比较 等 式 两 端 同类 项 的 系数 ,可 得 A 一 27 十 到 ， 了 一 -2 十 太 4 ?十 名 关 0. 于 是 ， 


[a sinzt+ bicosz =A {dz+B d(asinz+t bcosz) 一 Az 十 Bln 


asinz 十 pcosz asinz bcosz | asinz 十 pcosz | +C. 


求 积 分 : 
sinz— coOsx 
【20431 | dz 
解 此 为 2042 题 的 特例 ,这 里 al 一 1， 和 一 一 ]， C& 一 1， b=2; 
_aatbb 1i—2_ 1 _abh—ab_ 一 1 一 2 3 


代 人 得 | ie Ein sinz 十 2cosz | 十 C. 


sinz 十 2cosz 5 


【2044】 | 于 党 BF one 
COS 工 


解 | a Genz 3cosz 此 为 2042 题 的 特例 ,这 里 


Qi 二 0， 路 二]， a 二 5， 6 一 334 一 霹 ， B= 剖 . 
3 
代入 得 [a 于 SO 一 34z 十 3aln| 5sinz 十 3cosz | 十 C. 
aisinz+t+ bcosr 
[2045] | Edz 
提示 仿 2042 题 ,并 利用 2041 题 的 结果 . 
解 ” 仿 2042 题 ,有 
| aisinz+t+ bcoszr dz 一 | asinz+ bcosz dz 十 | acosT— bsinzx 
(asinz bcosz)’ (asinzrt bcosr)’ (Casinz 十 5cosz)2 
dz dasinz 十 bcoszr) _ A 二 | B 
| a (asinz bcosz)’ 可 z tan( 2 + 2 ) asinz 十 pcosz 
_ aa 十 如 工 0 | ab 一 CGI 
(a ++) In tan( 2 十 2 ) (a’ + ) (asinz 十 pcosz) tC 
aai 二 bb ab—ab a b 2 2 
式 中 A= Ep B Tp Cos9 a sing— TF a:++ 刀 0 
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+C 


(显然 按 题 意 a,6 不 同时 为 零 ). 
x ) 利用 2041 题 的 结果 . 
K2046】 证 明 : 


| sinzt bcoszt co dz 一 Az 十 Bln| asinz 十 bcosz 十 c | +c| 


asinzx 二 bcoszxtc 


dz 
asinz 十 pcosz 十 c” 


式 中 A,B,C 为 常数 . 
提示 首先 ,a 及 5 不 可 能 同时 为 零 . 其 次 , 邻 
wsinz 十 bcosz 十 cj 兰 A(asinz 十 pcoszr 十 c) 十 B(Cacosz 一 psinr) 十 C， 
比较 等 式 两 端 同类 项 的 系数 ,可 得 A,B,C: 


4 到 十 录 ， B= C= a 多 本 一 名 ec (a 十 好 关 0)， 
a a 


并 注意 (acosr 一 bsinx)dx 二 d(asinx 十 bcosz 十 c) ,命题 即 易 获 证 . 
证 ” 按 题 意 a.5 不 同时 为 零 . 设 
aisinr 十 bi cosz 十 C1 尘 A(asinx 十 bcoszx 十 c) 十 Bl(acosz 一 bsinz) 十 C， 


比较 等 式 两 端 同类 项 的 系数 , 则 有 


A=Q21+66, B= 二 —ab C420 一 ac) 十 Cpc — hc) 
ad2 十 到 “ C2 十 到 ” Q2 十 及 ” 
红 aisinz 十 pcosz 十 ci | d(Casinz 十 pcosz 十 c) | dz 
代 人 得 | asinz 十 bcosZz 十 c dr=A| dz 十 如 asinz 十 pcosz 十 c asinr 十 pcosz 十 c 
. dz 
一 Ax 十 Blnlasinz 十 pcosz 十 cl| +C | EL 
求 积 分 : 
sinz 十 2cosz 一 3 
【20471 | So 
解 ”此 为 2046 题 的 特例 ,这 里 
a 一 1],， 岂 一 2，c 3, a=1,b 2, c=3; 
A 一 4 十 加 1 一 4 3 B= 一 26_2+2_ 4 
2 十 本 1 十 4 5 ” Q2 十 可 1 十 4 5 
C 一 2&4c A A 训 c)_ (一 3 一 3) 十 (一 27(6 一 6) 6 
a 二 + 1 十 4 5 “ 
7 sinzr 十 2cosz 一 3， 3 4 . 6 dz 
代入 得 | 学 st5ln|sinr 2c0srt3| 一 | 
3 4 6 1 十 5tan 子 *， 
写 了 十 5 ln | sinz 一 2cosz 十 3| arctan 一 7 十 C. 


x) 设 1 一 tan 到 ,积分 即 得 所 求 式 子 . 


Sinzd> 


2048 一 一 一 . 
[ ] [a sinx 十 cosx 
解 ” 此 为 2046 题 的 特例 ,这 里 


Ul 1， bi 0， Cl 0, a=1, b=1,， c=V2;A 去 ,B= 到,C= 一 启 . 
。 inxdx 1 1 1 dz 
代入 得 SINX 1 ， -去 | 
V23 十 sinz 十 cosz 2 ”2 "|vV5+sinzr+eosz| V2 JWV2 十 sinz 十 cosx 
1 1 1 dz 
三 二 —ln|V2 +sinrt cos 1 二 | 一 一任- 一 一 
2™ T 
2 V2 VET+V5cos(z 一 至 ) 


1 1 2 
一 二 一 本 ln|jV2 十 sinz 十 | 之 
元 Z 一 可 n|V5 十 sinz cosz | 2 2cos’ ( 3 一 和 到) 


一 羡 z 一 于 四 |VE 二 sinz 十 cosz| 一 去 tan( 友 一 各) 十 C， 
【2049] 站 z. 
解 ” 本 题 也 是 2046 题 的 特例 ,这 里 
qi=2, b=1, c=0, a=3, b=4, c=—2; A= ， B= 一 : ， C= 半 
代 人 得 dz Ez 于 In| 3sinz 十 4cosz 一 2 | 十 艺 了 
2 4 v7+y5(2tan 冯 一 1) 


士 C. 


1 . 
一 寺 zx 一 -一 ln|3sinz 十 4cosz 一 2 | 十 ln 
5 5 5 V2 IV7—V3 (2tan ZF—1) 


*) 设 t 二 tan 壮 , 积 分 即 得 所 求 式 子 . 


2 
【2050】 证 明 : 
-3 - 2 
| sin Z 十 2 Sinzcosz 十 clcos =dz 一 Asinz 十 Beosz+C| dz ， 
asinZ 十 pcosz 4&sinz 十 pcosz 


式 中 A,B,C 为 常数 . 
提示 首先 ,a 及 65 不 可 能 同时 为 零 . 其次, 令 
ai sin2Z 十 2b sinzrcosZz 十 clcos2xzAcosz(asinz 十 pcosz) 一 Bsinz(asinz 十 pcosz) 十 C， 
比较 等 式 两 端 同类 项 的 系数 ,可 得 A,B,C: 


cl 一 a10 十 2ap 


A=2 a tac 2abb 
a 二 


CQ2 十 本 


CI adl — 2pb 
a:+b 


,B= ，C (2 十 刀 尖 0)， 


命题 即 易 获 证 . 
证 ” 按 题 意 a.65 不 同时 为 零 . 设 
aisin2 工 十 20 sinxzcosx 二 cicos’ Xx 三 Acosz(asinz 二 bcosz)— Bsinr(asinxbcoszx)++C, 
比较 等 式 两 端 同类 项 的 系数 , 则 有 
aA 一 p 有 一 20 ， C—aB=a, C 十 2A 一 cl， 
bei —aib+2ab a b+a’?ci— 2abb 


aci—aa— 2bbi 


从 而 ， 4 一 a 十 本 ， B= et 'C a 二 
代入 得 
， 2 ， 2 、 
[= sin’ z+ 26 sinxzcoszx 十 ci cos zdz=A | coszdz—B| sinzdz+C | dz 
asinzxt bcosz asinzx bcosx 
一 Asi dz _ 
一 Asinz 十 Bcosz 十 C | TD 
求 积 分 : 
【2051] | 型 区 和合 zeosz 二 3cos dx 
sinzx 二 cosx 
解 ” 此 为 2050 题 的 特例 ,这 里 
Ql, 0 一 2, c=3, 4=1, b=1; 
A 二 名 —a1b+t+ 2ab 一 3 一 1 一 4 1 B= 4% —26b, -31l+4., C= ta — 2abb 一 1] 十 3 十 4 
a 二 二 1 十 1 ’ 十 本 1 十 1 ” a 二 1 十 1 “ 


dz 


sinz 十 cosr 


A 2 
代入 得 | sin’ X— 4sinxzcosz 二 3cos xg 


E z=—sinz+3cosz+4| 
Sin 并 十 cos 并 


一 一 sinz 十 3cosz 十 4 | 和 z 一 一 sinz 十 3cosz 十 2V2ln tan( 冯 十 到 ) | +C. 
V2 sin(z 二 至 ) 
sin* x— sinrcosx++2cosx 
【20521 | sinz 十 2cosz dx. 
解 ” 本 题 也 是 2050 题 的 特例 ,这 里 
| 1 1 3 _8 
4 二 1， 入 一 一 ,ci 一 2，4 1, 5=2;A 5 ， B 8， C= 
sin? Xx— sinxcos7x++ 2cos: x 
代入 得 | sinzt 十 2coszx dz 
V5+2tan 之 -1| 
tan 一 
二 sinzx 十 3 cosz 十 8 | - dz = (Csin 二 3cosz) 十 -8 _in 一 2” 十 C. 
5 5 5 jsinz 十 2cosz 5 5V5 V5—2tan +1 
2 
*) 设 t 一 tan 忆 ,积分 即 得 所 求 式 子 . 


〖2053】 证 明 : 若 (oa 一 c) 十 天 夭 0, 则 
| aisinr 二 bcosx | _du duz 
一 4 k 
1 


asin: x 十 2bsinxcoszx 十 ccos’ zd Wt kz tu? + Az 
a 一 A 
式 中 A,B 为 待定 系数 ,1 ,As 为 方程 p a 一 0 (A1 关 A2) 
< 一 
的 根 ,而 ui= (a—Ai)sinzt+ bcosx, = 二 (i=1,2). 


证 记 
a? sin* x 2bsinzcosx++ccos: r= (a—Ai)sin’ x2bsinrcoszt (c—Ai)cos: z+ 


一 二 二 [Ce 一 )’sin x+26(a—Ai)sinrcosrt+ (c—Ai) (a—Ai)cos: zx]t+Ai, 


,| 0 的 根 . 


由 假定 (4 一 co) 十 了 关 0, 从 而 , (a 一 co 十 4 了 关 0, 因 此 入 关 A， 再 设 和 一 一 (i=1,2) 及 u;= (a—Ai) 


«sinz 二 bcosz. 由 于 (a A 《ec 一 4) 一刀 二 0, 即 二 (a 一 4;)(c 一 A;). 于 是 ， 
a’? sin?* x+2bsinzcoszx+ccos: x=k[(a—A)’?sin r+2b(a—Ai)sinrcoszrt+ bh cos x] 二 A; 
—ki[(a—A;)sinr+bcosr] A; =ku? 二 A;. (1) 
其 次 , 设 


aisinz 十 cosxz 一 ALGCe 一 hl )cosz 一 bsinz] 十 BL(e 一 hz )coszr 一 psinz]， (2) 
比较 等 式 两 端 同类 项 的 系数 , 则 有 
—b(A+B)=a, A(a—A) 二 B(a—iA)=b, 


A=— 4h 4) 二 bb 二 al (a—A1) B= 多 十 ai (一 人 )”， 
ai 一 人 z) ” bOAL 一 22) “ 
由 (1) 式 及 (2) 式 即 得 


| ai sinz+ bicoszr 
一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 dz 
4a2zsin27 十 26sinzcos 妆 十 ccos2 工 


(a—A1)cosrt— bsinr —Az)cosr—bsinr 


-4 去 RS Fe AMz )sinz 十 pcosz]: 十 )a 


=A [二 和 du | du 
ki ul Ey ko us kz wus + as 


x* ) ” 按 题 意 ,b 关 0. 因 若 5 二 0, 则 负 二 a,Xhz 二 c, 从 而 ,ki 无 意义 .不 过 , 当 5 二 0 时 , 仍 能 化 为 所 要 求 的 类 
似 形式 .事实 上 , 当 b= 二 0 时 ,a 关 c, 我 们 有 


dz 


91 


je 


| aisinZ 十 Di cos 并 一 中 sinx 十 bi cosz dv 


- = x 二 5 
asin2Z 十 2bsinzcosZz 十 ccos: 工 4&sin2 工 十 ccos x 


:| Sin 并 dz 二 | COS 工 d | dlcosz) d(sinz) 


二 6 | 一 一 一 一 一 
asin? x 二 ccos’ zx asin2 工 十 ccos: 并 (c—a)cos: z++a (a 一 c)sin2Zz 十 c 


加 du | du _ 
一 4 kiu? i 十 A TB k2u 3 十 和 2” 


式 中 A al, B=h, k=c—a, ks=a—cyu—=cosr, 好 一 Sinr， MA 一 4， 4 二 人 


本 题 也 可 用 下 法 另 证 : 命 一 (a 一 A,)sinx 十 bcosx，, ;一 


整理 并 比较 系数 , 便 可 知 )i 必 为 方程 1 


求 积 分 : 


2sinz 一 cos 之 
【20541 [Es in2 工 十 4cos: 27 


,| 二 0 的 根 ,相应 可 求 出 系数 A,B. 


解 | 2sinx— coszx 二 2sinz dr 一 COS 工 本 
3sin2z 十 4cos2 工 3sin2 六 十 4cos2 工 3sin2Z 十 4cos2 工 
d(cosx) dlsinz)  _ 2 cosz\y 1 ，2 十 sinz 
3 十 cos: 工 1—sinsz 启 ereten V3 ) ! 3sinz tC 
sinx 十 COS 
【20551 | deincosr Focorzdr 
一 已 
解 ” 此 为 2053 题 的 特例 ,这 里 a1 一 1, 6b; 一 1, ua 一 2，b 一 一 2,，c 一 5. 由 “0 | = 久 一 74 十 6 二 0， 
求 得 A 二 1, hz 二 6,， 从 而 ， 
A 一 41 (A As)+h bta(lamh) (1 一 6) 一 2 十 (2 一 1) 3 
(CAI 一 12) 一 2(1 一 6) 5 ” 
B 一 好 十 aaa 一 一 二 2 十 1 1 
blAi —Az) 10 10° 
ui=(a—A)sinztbcosrt= sinx—2cosr,us = (a—As)sinri+bcosrt= —4sinr—2cosr; 
1 1 1 
ki a 一 i 1, kz 4 一 和 4° 
代入 得 sinz 十 cos 工 dt 二 3 | d(sinzx— 2cosx) 5 一 Cdsinx 二 2cosz 
2sin2x 一 4sinzcosz 十 5cos: 工 Cn dcosr) Hit 10 2 
于 (4sinz 十 2cosz) 
一 -3 arctan(sinz 一 2cosz) 十 开 _ ln 从 十 2sinz 十 cosz 十 C， 
5 10V6 V6 一 2sinz 一 cosz 
SinZ 一 2cos 并 
【2056】 | 1 Tinrcoszd” 
解 ” 本题 也 是 2053 题 的 特例 , 且 
sinZ 一 2cosz j 一 = | sinx— 2cosz d 
TF asinrcosz dT sini z+ 4sinrcosttcos rz” 
、 1 1 1 3 
这 里 ， a=1, 0 2,4a 1, 56=2,¢ ljAl 3, Az 1; Ri 一 二 ， 如 一 本 ;人 TB 4 
2 一 2(cosz 一 sinz)， zt 一 2(cosz 十 sinz). 
加 sinz 一 2cosz ， 1 2d(Ccosz 一 sinz) 3 2d(cosz 十 sinzy) 
代 人 得 ITSRzcosd 4 J 一 2(cosz 一 sinz) 十 3 4 」2(cosz 十 sinz) 一 1 
一 -3 _1n V2(sinz 十 cosz) 十 1 -了 | 好 十 V2 Csinz 一 cosz) 上 C 
-= V2(sinz 十 cosz) 一 1 16" V3 一 V2 (sinr— cosz) 
> dz Asinz 十 Bcosz dz 
2057 明 ， 一 一 一 一 ， 
【 】 证 明 (asinz 十 bcosz)” (asinz 十 pcosz)" 1 (asinz 十 bcosz)" 一 
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一 (i 一 1,2), 代 入 积分 等 式 . 然后 两 边 求 导 ， 


式 中 A,B,C 为 待定 系数 . 
a 


> 。 b 
证 asinx 十 bcos7 二 Vai 十 br sin(x 十 a)， 式 中 sina 一 J cosa rr 


1 


dz 四 2 | dz 2 2 3| 
于 是 ， CR 二 人) | CC 
ziz、 -cot(Z 十 om 一 2 | 人 cos 人 dr 
一 tb) Sin  (z 十 wa) (alt+pb)¥ sin” 1 (Z 十 a) 
pb 。 a 
a HS arto 7 一 2 站 dr 
(asinz 十 bcosz)” ! (&2: 十 刀 ) 县 sin" (zx 二 a) “ 
设 卫 一 oz , 则 由 上 式 可 得 
” (asinzr+ bcosz)” 
一 sinz 一 一 和 cosx 
_a’: 二 志 a 二 
b= (asinzxt bcoszx)” ! tC2 Dh tT BT 
b sinx a COS 工 
(2 一 1)(@ 十 好) (za 一 1)(a2 十 刀 ) 2 一 2 
二 3 I, 
于 是 ， b (asinzx+t+ bcoszr)"! tap tp) ? 
即 dz __Asinz+t Beosz | dz 
(asinz 十 bcosz)” (〈asinz 十 pcosz)” (asinz 十 bcosz)n2 
b a n—2 
式 中 4 一 GTDCeTFJ， B DT)’ CD rey 
dz 
[2058] 求 | (sinzt 2coszr)’ 
解 ” 此 为 2057 题 的 特例 ,这 里 4 二 1， 6 一 2， n=3; 4A= 卫 ，B= 一 二 ，C= 工 . 
10° 10 10 
dx 2sinz 一 cos 工 1 
代入 得 (sinz 十 2cosz)3 10(sinx+t+2cosr)’ 十 10 | 
2sinr— coszx | 二 和 5 
10Csinz 二 2coszJz 十 oF ms 
_ 2sinr—cosx 工 + 
”10(sinz++2cosz)? 元 nj tan{( 玛 十 3 )|+c 
1 - 2 
其 中 cosa 一 一 ，sina 一 一 ，a 一 arctan2. 
V5 V5 
【2059】 若 ”为 大 于 1 的 正 整数 ,证 明 ， 
dz 一 Asinz dz dx 
(atbcosr)” | (atbcoszr)” 2 Clal#16l), 


并 求 出 系数 A,B 和 C. 


> 、 dz 
证 设 了 一 (a bcosz)” ' 先 考虑 je 
J .=1 Catbcosr) bcost ll | dlsinz) 
"1 a (a bcoszr)”! a'"?: a J (at+bcosr)"! 
1 psinz be | Sin2 并 d 
a "’: a(latbcosz)"! (Catbcosr)"™ 
1 7 psinz n—1 | (ba )+(atbcosr) (a— bcosz) 1 
a "? a(latbcosz)"! a (a bcosz)” 
=1] bsinx 4D D(a) 7 一 1 a— bcosx 
a’'"’? a(latbcosz)"-! ” (a+bcosz)" 1 ™ 
11 bsinz + Dea)] _ 7 一 1 (Ca 十 bcosz) 一 24a 4 
a’”? aa 十 bcosz)r 1 a ” a Ca 十 pcosz)e ™ 


dLcot(Cz 十 c)] 
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. _ 2 2 一 
1 bsinz (nz 一 1)(6 a +2 Dh 


“a Ln a(a 十 pcosz)” 1 a 
(n—1)(a:—6) bsinzx 7 一 2 I 
于 是 ， a 了 650 十 (2 3) 7 站 
要 bsinx (2n— 3)a n—2 
后 得 到 三 Cn—i)(a pb) (atbcosz)" nla—b)”! (nl)(a mb)" 
dz Asinz | dx | dz 
即 | ry afbcosr™ tB atobcosz tC (at+bcoszr)” 2 
b _ (2n—3)a 7 一 2 ， 
式 中 A= BaD’ Cm- es (4 天 1 ">1 有 #0). 
若 ae=0, 则 56 关 0, 我 们 有 
dz _ 1 dz _1 Sinx 十 2 一 2 dx ” 
{atbcoszr)” bb J cos"r (n—l)cos" rx n—l)J cos" :x “ 
x) 利用 2012 题 (2) 的 结果 ， 
求 积分 : 
inzd> 
【2060】 | 一 一， 
cosz V1l+sin x 
解 | sinzdz _ 一 dCcosz) | dlcosz) -| d(secz) 
cost V1li+sin x cosT V2—cosix cos’:x V2seczZ 一 ] V2sec’ x—1 
2 十 Vi+ 
-Vaseert A 2secz 工 一 1| 十 C= 二 in sin 二 十 
| cosz| 
【2061】 | 一 这 和 一 
COS2 工 Vtanr 
“2 
解 | sin’ x /i sin xd(tanz) =2 | sin zd VY ranz)=2 | (1 一 coszz)d(Cwtanz) 
COS2 工 Vtanx Vv tanx 
d(C Vtanr ) 1 tanz 十 V2tanz 十 1 ，1 V 2tanx 。) 
2 Vtanr 2| TH 2 wtanz 二 tl ia +C (tanxr>0). 
< ) 利用 1884 题 的 结果 . 
inzdx 
[2062] | ee 
V2 二 sin2x 
解 ” 由 于 2 十 sin2x 二 1 十 (sinx 十 cosx)’ 二 3 一 (sinx 一 cosx)?， 
于 是 ， 
sinrdx cosZ 一 (cosZz 一 sinz) | COS 工 . - 
一 一 一 一 dz 一 dz 一 ln 十 十 V2 十 sin2x) 
FE Tr 并 JR Z 一 ln(sinz 十 cosz 十 V2 十 sin2x 
sinrdx d(sinz—~ cosz) . - 
ln( 十 十 V2 十 sin2zr). 
a V3—(sinx— coszx)’ YS CoS sn27 1 
因而 ， 


inzd 1 inx— 
Smzcz 一 二 dsinz 一 cosz) 二 In(sinz 二 cosz 十 V2Tsin2z) 


W2 十 sin27z V3— (sinx— cosxr)’ 


一 于 arcsin ( ) 一 到 InCsinz 十 cosz 十 ww2 十 sin2z ) 十 C. 


dz 
[2003] | SR (oe 


解 ” 此 为 2059 题 之 特例 ,这 里 
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ca 一 1， b=e, 7 一 2， A= -Te 9 B= C=0. 
本 工 Esinx d 
代 和 人 得 | or ey Ce Te ie | 1 二 ecosz™ 
#) 
€sSinx 2 1 一 et 主 ) +c 
| IT 二 en 2 “ 


x ) 利用 2028 题 (1) 的 结果 . 


os-1Z 十 4 
《2064]+ | 2 gz. 
sim"*! 之 
2 
ZX+a 
cos 一 7 2 
下 邻 一 一 jz 一 一 一 一 二 
提示 从 oo zt ' 则 有 一 a i cosadt (cosa 天 0). 
2 
co ta 一 本 cosa 
本 2 _ 2 dr 2 
解 设 :一 工 一 Q 则 de 2 =adr» —a sd 
sin sin sin 
2 2 
-1X+a cos zta ， 
5 2 2 ff ,1 2 ,A 2 2 
于 是 ， 一 -一 一 dz 一 一 一 一 | dt 一 一 t"+C 十 C (cosa0). 
nr1T—a cosa ncosa ncosa Xx—a 
sin 一 5 
， ZX—a 
sin 一 7 \” 人 
【2065】 推出 积分 I 二 一 dz (n 为 正 整 数 ) 的 递 推 公式 . 
sin 2 
解 解法 1 
sin 1 十 ; 4tan 全 
设 :== 一 一 一 , 则 z 一 2arctan( -一 tan 代 ) 6 -一 4 
sin +4 1 2 大 ec 2 二 22 人 ?2 一 1 ) 十 2 也 
2 sec an -了 sec -了 
4Ptan 分 
由 于 一 一 一 一 
a a a 
£2 sec? +2 (tan 2 1)+sec’ 去 
也 一 2 2 .4 
_ htan 2 po 4tan 2 . 2 (tan 2 1) i 
sec’ 分 f? sec? +24 (tan? 1)+see’ 所 sec? 邓 
一 4tan 多 
a a a 加 (n>2),， 
£2 sec? 和 +24( tan? 1)+sec: 万 
两 端 对 :积分 , 即 得 递 推 公式 1 — +2cosal, 1 — 1 s. 


解法 2， 
、 2 工 一 人 
设 > 一 ， 则 ya, 从 而 ， 


1, =2| -sn oT, 一 ?| 2 sin(y—a) | d »=2| Spyeose eosysine | sn 人 一 2 | dy 


Siny siny siny Siny siny 


1 一 只 一 1 
de 2 | dy 


= cosal,_!1—2sina - : 
siny siny 
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sin(Cy 一 Ca) sn 2 J =2 | ss 


、 一 ， —t"dy, 
再 设 siny ’ in ZX 二 a siny > 
Sm 2 
. osal, 了 
则 了 一 cosal :一 sinaJ ， JJ 一 一 人 (1) 
= | sm 人 一 4 | > 一 一 全 | _wd 
又 J, 二 2 Siny Siny d sin’ (y—a) ( sy ) 
一 一 人 | 2 人 2 ] +2 [2 Cy—0) oody a)dy= 2 "2 | roseose sysinedy 
n siny in"y n siny 
=— Zt"+cosa]s +sinal 1. (2) 
由 (1) 式 和 (2) 式 解 得 
了 一 cosaJ， 1 一 SincJ 1 一 cosaT-1 一 sina( 一 -1 十 cosaJ，: +sinal, 2 ) 
i 一 了 ， 2 
一 cosaJ 1 + dG! 一 sinacosa ( cos ei 也 + ) 一 sinah -一 2cosah -一 1 :十 二 sina 1™ 1 
n—1 sina 


$ 5. 各 种 超越 函数 的 积分 法 


【2066】 证 明 : 若 P(x) 为 n 次 多 项 式 , 则 


[Te P’ 人 (x) 


E+) ]+c. 


| Powe dz 一 
证 pepe peae dlp 1 ep 
1 1 站 — 1 ar 1 六 ar 1 ar a 
= 二 Pame< -二 |P (zx)d(e” ) 一 一 PCz)er —~—P (zx)e + 二 | P (rndr 
a a a a a 


P'® 
十 … 十 (一 DT |+c. 


i [于 也 (2) 

a a? 
因为 P(x) 为 nn 次 多 项 式 , 所 以 ,P”*1? (zx) 二 0. 从 而 ,上 述 等 式 括 号 中 的 导数 到 P(x) 为 止 . 
【2067】 证 明 ; 若 P(x) 为 nn 次 多 项 式 , 则 


” {4) » 《5) 
Pp + (2) ,. 十 Sosaz Pp i’(z) 卫 (2 PE (x) 
a? a 


a 


| PCz)cosardr 一 Se | Po 一 


Ed 4) : 及 《5》 
Prmysinardz 一 一 cosaz| pm 一 P (DP 人 , 十 Sunaz PCz) 己 (2 十 二 7) ic 
a a a a 


|]+c， 


a a 


证 | PCz)cosardz 一 过 | Pr) d(sinaz) = P(x)sinaz—l | P’ Cx) sinazdz 


一 二 PCz)sinax 十 二 | P’ (x)d(cosar)= 二 Pz)sinazx 十 广 P'(z)cosax 一 方 | P”(zx)cosardx 


= 二 P (z)sinaz 十 二 卫 “zx)cosaz 一 十 P “Cz)sinaz— 吉 P “(zx)cosaz 十 二 | PY (Cr)cosardr 


a 4) (5) 
二 = | PCz 一 P 52 十 三 (x) || Pp x) 《2 P te 
a a a C2 
| PCz)sinazdz 一 一 二 | P(z)d(cosaz) 一 一 二 PCz)cosax 十 二 | PCz)cosazdz 
_ 1 1 / - 、 1 1 。 1 » > 
一 一 记忆 (z)cosaz 十 二 | P (z)d(Csinaz) 一 一 去 P(Cz)cosaz 十 二 也 (Xx) sinaxr— -7 | P (zx)sinardr 


一 一 十 P(z) cosaZ 十 雯 P “(z)sinaz 十 十 P “(z)cosaz 一 三 P ^(z)cosaZ 十 广 | PY (x)cosardz 


” (4) yy (8) 
一 … 一 -| Pz 一 二 和 二 二 一 + Pp (站 一 二 于 十 一] 上 +C 
a a a 7 | 


a 
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上 述 导 数 项 是 有 限 的 ,其 阶 数 压 n,a 关 0. 
求 积 分 : 
【2068】 | aesz dx。 


3 9 27 81 
x ) 利用 2066 题 的 结果 . 


解 | eerdz er ( 工 32 6x 6 ) +c er (万 2 2 )+c. 


【2069] | (x —2r42)e dz. 


2 — #*) 
解 (全 一 2z+2)e dr-e "(一 2+) +C=—e (+2 +C. 


x*) 利用 2066 题 的 结果 . 


【2070] | 7 sin5zxdxz. 


cos5z/ so 20x’ ,120x\ , sin5x/. ， 60x’ 120、 
(xt) +t (sr +as5) 十 C 


5 
解 上 E sin5xdx 625 625 


cos5T7/ ; 4z | 24x\y , sin5z/. 1 12x’ ，24 
5 (z 5 十 1 下) 25 (sz 5 十 车 ) 十 C 


x) 利用 2067 题 的 结果 . 


【20713】 | (1 二 zx’):cosrdx. 


解 | (1 十 zx)2z coszdxy 一 | (1 十 2x? 十 Xx 和)coszdx 


二 sinzx[ (1 十 2x? 十 xz) 一 (4 十 12x?) 十 24] 十 cosx[ (4x 十 4x*) 一 24x]”* 十 C 
(21 一 10z? 十 z4)sinr 一 (20zr 一 4z3)cosz 十 C. 
x* ) 利用 2067 题 的 结果 . 


【20723】 | xr'e dz 


? x 1 2y3 一 xz2 zs 1 2/x 
解 | >。 dz Fy | zse dz 一 于 se ( 邱 一 汉 十 党 一 5 


一 一 寺 e- (可 十 3 十 6 十 6 十 C 
x ) 利用 2066 题 的 结果 ， 


【2073】 | xie dz. 


解 | ze fdr=2 | (Vz)5edCz) 一 2e (xz 二 一 5z2 十 20x 和 一 60z 十 120z 一 120) 十 C. 
x*) 利用 2066 题 的 结果 . 
[2074] | cos: bxd7., 


ax sl = 去 | ar _1 ,1 wacos2brt2bsin2br") 
解 |: cos: brdx 2 |e 《1 十 cos2pzr)dz 一 35e 十 Te 


*) 利用 1828 题 的 结果 . 


+C. 


[E2075] | es sini pzdz. 


提示 注意 ex sin3pzr 一 ee (于 sinbz 一 工 sin3bz) ,并 利用 1829 题 的 结果 . 


解 | e* sim gzdz 一 | sinbzx gr— | ec ( 3 sinbzx sin3bzx ) dz 
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3 ,asinbr—bcosbr’’ _ 1 we asin3br — 3bcos3bxr*" | (~ 
4 0 tb 4 2 + 9 : 


x) 利用 1829 题 的 结果 . 


[2076] | Xxe” sinzdx. 

解 | er sinrdz 一 | Xxsinrd(e’ ) 一 ersinz 一 | e (sinz xcosz)dxr 
=xe’sinx— | (sinr+xcosr)d(e*)=e’ (zsinz 一 sinz 一 zcCoszr) 十 | er (2cosZz 一 zsinr)dx 
一 er (zsinr 一 sinz 一 cosZ) 十 2 Je coOsZdz 一 | ze sinzdz， 


- er 。 ， 
于 是 ， | Zer sinrdy 一 2 《zsinz 一 Sinz 一 zcosZ) 十 | ecosxrdr 


r 


e- 。 。 er 
一 三 (zsin7r 一 sinz 一 Zcosz) 十 二 


2 2 
x* ) 利用 1828 题 的 结果 . 


(sinx 十 cosx)“’' 十 C= SF [zr(sinr—cosz) 十 cosZz] 十 C. 


【2077】 | 2 er COSZdZ. 
解 | Xe'cosrdx= | Xicosrd(e’)=x!e' cosr— | er (2xcosr— x sinr)dx 
一 zercosx 一 | (2zcoszr 一 zzsinr)d(e) 
一 xzercosx 一 er (2zcosz 一 sinz) 十 | e'(2cosr— 4zrsinr— zx?cosr)dx 
=e'[x’: (sinrcosx)—2xcoszx |] 二 2 | ercoszdz 一 人 | Xe’ sinrdx— | Xe'cosrdx. 
于 是 ， | zercosxrdz 一 号 [z?(sinz 十 cosz) 一 2zcoszj 十 | ex coszdz 一 2 | er sinrdx 
一 SL (sinzr 十 coszr) 一 2zcosz] 十 祁 (sinz 十 cosz) ”一 2 [zsinz— cosz) 十 coszr] ”十 C 


一 5 [x (sintt cosx)—2zxsinx (sinx— cosx) | 二 C. 


*) 利用 1828 题 的 结果 . 
x Xx ) 利用 2076 题 的 结果 . 


【2078】 | er sin: dz。 


解 | ersin2 并 dx 一 方 | Ter(1 一 cos2z)dz 一 去 | ex dzx— 广 | Ter cos2xzdx 


er (zx—1) 3 | zcos2zd( er) 3 e*(zx—1) 3 xercos2z 十 立 | er (cos2z 一 2zsin2z)dz 


x ’ n) 
二 (zx—1) 3 ercos2z 十 ， cos2z nF | er sin2zdzr， 
而 | ersin2zdz 一 | Zsin2zd(er) 一 zersin27 一 | er (sin27 二 2xcos2x)dx 


一 Xersin2> 一 与 (Csin2z 一 2cos2z) ”一 2 | zer(] 一 2sin2z)dz 


一 ersin2z 一 与 (sin2z 一 2cos2z) 一 2(z 一 1)e 十 4 | Zersin2 工 dz。 


代入 得 | ersin2 xdr=e” [ 屯 - 一 者 (2sin2z 十 cos2z) 十 击 (4sin2x 一 3cos2z) ] 十 C， 


*) 利用 1828 题 的 结果 . 
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x x) 利用 1829 题 的 结果 . 


【2079]】 | (Z 一 sinz)3 dz. 


解 | -sandr= | (xi—3xsinxt+ 3rsin xr— sin’ x) dr 
下 
一 于 十 3 | ddcosz) 十 守 | zG1 一 cos2z)dz 二 | (1 一 cosz2z)d(Ccosz) 
一 六 2 3 2 3 ; _ 1 3 
一 村 十 3z cosZ 一 6 zcoszdz 十 本 工 下 xd(sin27x) 十 cosx 可 cos zt 


2 
二 之 + 二 3x cosx—6 | xdCsinz) 一 写 xzsin2z 十 二 | sin2xdx 十 cosz 一 二 costz 


4 
= +37 cosr— 6xsinx— 6coszr 3 zsin2z 十 cosz 一 3 cos2z 一 工 cossz 上 C 


4 4 8 3 


3 cos2z ) 3 cos* zx 二 CC. 


_r ,3x 2 ， 3 ， 
= 村 十 全 十 3z COST z(6sinz 十 工 sin2z】 (Scosz1 8 


【2080】 | cosz Vx dx. 
解 ” 设 Vz 二, 则 x= 二 ,dzx= 二 2tdt. 于是， 
| cosz Vzdz 一 2 | tcosztdi 一 | Et(1 十 cos2t) dt 


2 2 
一 二 十 去 | rdCsin2D 一气 十 部 


. 1 . 
2 tsin2t 也 | sin2tdit 


2 
一 与 十 诗 tsin24 十 广 cos21 十 C 一 丢 十 训 V7sin(2Vz) 十 十 cos(2Vz) 十 C， 

【2081]】 证 明 : 若 尺 为 有 理 函 数 , 数 Ql 22， Un 为 可 公约 的 , 则 积分 

| Re ,es ,ee er dz 

是 初等 溺 数 . 

证 明 思 路 由 题 设 Ql 9Q2 9 Cn 为 可 公 约 的 数 ， 故 存 在 一 个 不 为 零 的 实数 as 使 有 

a1 一 Riayaz 一 Roadar 二 Ra， 

其 中 ,ki ,kk ,°° kk, 为 整数 . 

令 e” 二 1, 即 可 获 证 ， 

证 按 题 意 41,4s，…,a, 为 可 公约 的 数 ,于 是 ,存在 一 个 实数 a, 使 得 

aa 一 Riayaz 一 Road 一 有 (a0), 

其 中 ,和 ,ka 天 为 整数 . 


设 "=t, 则 z= 工 lnf, dx 二 di 于 是 ， 
a Qt 


| Roe ,seer ,ese d= {Re st so thn ) = [a: (2 di, 


其 中 R" (是 :的 有 理 函 数 .因此 ,积分 | RCenr ,es ,ev )dz 为 初等 函数 . 


求 下 列 积分 : 
【20821 | 二 

(1 十 er ) 一 ez， _ dz ez d 工 ex d(1 十 e) 
解 | 二 =- CFey dz 一 | TFE (1 十 ec) J 证 去)dz (1 十 es7 


| 1 
zZ 一 In(1 十 e Fst+C. 


edx 
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dr (ez 一 1) 二 1， 人， 1 er | ee . 
解 | 所 e =| Fer dz fe Ddz+ | 和 二 er 一 工 十 (1 er )dz 
=e'—]ln(l+e’)+C. 


[2084 | wf Es 


解 | 到 各 一 2 Ce’ Te —1) oY y | aad 


7 二 一 之 二 Injer 一 11 一 人 十 二 In(er 、 
ys/( xz- 于 | 人 -5 开 十 于 mle 一 1 一 赤 十 言 Im(e 十 2) 十 ( 


民 1 x | 
于 十 本 ln|e +2)+C. 


dz 


【208S】 | 一 一 一. 
1 十 ez 十 ed 十 eg 


解 设 =1, 则 z=6lnt， dz 一 du 代入 得 


| dx =6| dt 
1 十 时 十 晤 十 时 ti(1 十 二 十 攻 十 六 


=6| dt =6| 1 1 1 十 1 di 
tt 十 1)(2 十 1) t 2( 十 1) 2(P 十 1) 
=6lnt 一 3InCt 十 D) 一 子 In(1 十 如 ) 一 3arctant 十 C 


=zx—3In| (+e#)V 1 十 时 | —3arctan(e? )+C. 


[2086] | -十 se” gy. 
(1+ef)? 


解 设 ef 二 1, 则 x=4lnt， dz 一 二 dt 代 人 得 


| 二 dz | 1 cr |e nt tC 
【2087】 | 
d(e 三 本 
解 | | 2| - ee 2arcsin(e 7 )+C. 
[2088] | Si dz 
解 | it-| -后 二 -| A | 二 
=| + - 二 ln(e* 十 Ver 一 1 ) 十 arcsin(e 7") 十 C. 


〖【2089】 | we 十 4er 一 1 dz. 


3 TT 
解 | VET Tdz= | -和 十 4 一 1 dz 
Wesz 十 4er 一 ] 


_ i 2e27 十 4er dz 二 2 | ez qd 并 | dz 
2 we 十 4e 一 1 V ez 十 4e 一 1 Ver 十 4e 一 1 
de 十 4 一 1) | d(e* 十 2) 十 dl(e 一 2) 
2 ETT | Ve Ta | /ta 
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，2er 一 1 
= Ve Tae i+2ln(e +2+ Ver Fie —1) —arcsin 从 +C. 
WV5 ez 


dz 
2090 。 
[ ] | Vl+te’+ Vl—e 


e ‘(Vli+e— Vl—e’)dxr 


解 | dx _1 | 
Vi 2 
-二 | vie Vive) de ) 


-Vite- Vie +l | 1 | 1 J 
7 (VITe Vie)+7 (有 一) z 
= 一 二 eVIiTe 一 Vi )+ 子 十 六 


dr 、 一 2 2idt 
对 于 荆 == Fe 设 V1 十 e' = 二 1， 则 zx=ln(t:—1). dx B27: 
于 是 ， -2 | ln lec-in te lc,. 
A 大 一 1 ttl Vlt+e’+t+! 
对 于 上 A 设 VI 一 则 zx 一 In(1 一 FA， dz 一 一 也 此 . 
dr _ di _ ltt 1l+vVl-e 
于 是。 4 -|=- | 此 = ito- + 
dx e 7 - ] (V1 二 eC—1)(l— V1l—e’) 
人 得 | 一 (wI 十 居 一 V1 一 和 ) 十 一 in +C 
代 VIFTe + vie 2 ° 4 (ViTe DOU Vie) 


【2091】 证 明 : 若 R 为 有 理光 数 ,其 分 母 仅 有 实 根 , 则 积分 | ROD dz 可 用 初等 函数 和 超越 函数 


ET 一 |: ur .dz 
| Sar=lie ) 十 C, 式 中 lix I 


来 表示 . 
证 因为 RR 的 分 母 仅 有 实 根 , 所 以 仅 包含 形 如 (x 一 a 的 因子 (i 二 1,2,…,7). 分解 R(x) 为 部 分 分 式 得 


R(z) 一 PCz) 十 之 > ， Cy 
其 中 P(xz) 为 + 的 多 项 式 , A; 是 常 系数 . 从 而 ,积分 
Ree dr= | Prerdzt > 5S) A | sd 
上 式 右 端 第 一 个 积分 显然 是 初等 函数 . 而 积分 | 一 一 二 dz 可 用 初等 函数 和 超越 函数 来 表示 . 事实 上 , 设 
Xz 一 a; 王 4 则 


和 = | 守 一 dq- 人 a ee 。 1 ae ee 
1 本 dz | ti di ek d( 直 7 )=Eje 和 | 入 
这 样 ,被 积 函 数 中 分 母 的 次 数 便 降低 一 次 ,再 继续 运用 分 部 积分 法 (7 一 2) 次 , 即 可 得 
[Sd n+, liCe”” 2 ) 


其 中 gj (zx) 为 工 的 初等 函数 ，B 为 常数 . 因此 ， 积分 
{Rewer dz 一 [Pope dz 十 D> A, gs (x) 十 六 六 A，B， liCe" ”en ) 


是 初等 函数 与 超越 函数 之 和 . 
【2092】 若 P( ) = 十 全 十 … 十 


从, al von 为 常数 , 则 在 什么 情形 下 ,积分 “|P( 二 )edz 
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为 初等 函数 ? 


ET re (RkR—1)(k—2) - 和。 CT i RDI 


于 是 ， fP( 荆 )edz= |( 袜 等 )edz= > Sa 


=0 


网 er Qk e 
RR rt 2 RD! | Tle. 


3 n 1 I A 
因而 , 若 >) Te 一 0 即 a 十 玫 十 萝 十 … 十 和 27 一 0， 则 积分 | P( 士 )erdx 是 初等 函数 


求 积分 : 
【2093】 | (1 三 ) edzr 


解 | (1 一 宇 ) edz= | (1 一生 + 访 )edr-e -4li(e)-4|ed( 士 ) 


= dli(e) — Let4| Edr=e (1 二)+C. 
本 5 攻 才 
【2094】 | GQ- 二 )e ax 
可 
解 (1- 二 )edz= 一 e 一 He 十 C 
四 
【2095] [sa 
2r e27 e2x 
解 | 二 二 Td | cad | Ez | idz 
2(r 2) 2 一 1)》 
=e | 2 e | eli(e') eli(e"’)+C. 
re 
[2096] | dz 
一 1 \. zl zd I je 、 
解 | ca [ze d(=+1) Xe i+|e dr Zrite 十 C 二 IT 十 CC 
a ez 
[2097] | zd. 
2 e2r dz [| edr 
解 | dz z= | (x 十 4z 十 12)e drt32 | © +16 | 一 全 


=er (万 十 守 +2 全) +32e li 9 一 16 [erd( -Ls3) 


aero te fe 
= (3 + 到 一 -2 )+64e li(ez-4) 士 C. 
x ) 利用 2066 题 的 结果 . 
求 含 有 lnf(x),arctanf/(x) ,arcsinF(z) ,arccosF(z) 等 函数 的 积分 ,其 中 F(z) 为 代数 函数 : 
[2098] | Imxax (n 为 正 整 数 ). 
解 | irrdr zinrz—n | mr izdr=zln'r—nzln" z+ n(n—1) | In"-? rdxr = 


一 和 [lnpz 一 alp z+nn— Dn re 二)" nllnrt+(—1)"n!]+C. 
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【2099】 | ln3 xdzx. 
解 | Intzdzx 一 闻 | lm xd(xr') 
一 工 4ln3 z- 羡 |> 3 ln2 xzdz= 本 zlmz 一 癌 | xzddz9) 


于 Imz 一 二 瑟 Inz+ 间 | 王 Inzdz 一 于 z ln zi ln z 十 六 | lInrd(x') 


[2100] | ( Inz ) ‘qz. 


lnxy’, — _ 1 1 _ ls 了 | 天 = xz [I 1 
解 | ( 亚 ) dz 一 村 | mezd 人 (点 )= Zn xz 十 了 3 dz Zn z 了 Imzd( 云 ) 


Fz 总 ix a pa Dlr 4 | Inza( 立 ) 
让 
[2101] {InL Crt ea) rth)r] FT 


= | lnCz 二 ea) d [lnCz 十 已 ] 十 | InCx+6) d [lnCz+a)] 


一 In(z 十 ainCz 十 已 一 | cz+ea FlnaCz 十 a)] 十 | InCz+b)d [InCza)] 
一 ln(Cz 十 ac)ln(Cx 十 6) 十 C， 
[2102] | mcz+ VITZ dx. 


解 | lm? (z 十 Vix )dr=xln: (z+ V1 二 zx’ )— 一 一 一 In(z 十 V1 十 zx )dr 


:| -二 二 

/iF 

一 zln2(z 十 V1 十 z2 ) 一 2 | In(x+ V1li+x’: )d( v1l+i+zx:) 

zn (x+ VITE) -2 VT 于 间 ln(z 十 VIiTz )+2 | dz 
= xln (z+ Vl 二 x )—2 V1 十 zln(z 十 1 十 zz ) 十 2x 十 C， 

[2103] | In( Viz + VITE)dz. 


— /1— 7? 
解 In(CVi=z+ViTz)dr=xln( VizF+VITR)+ 寺 | 一 站 和 dc 
2 Viz 


二 zln( V1 一 x 十 VITZ) 十 于 arcsinz 一 于 xz 十 C 


[2104] | zx 
(1 十 x?) 六 
| [nd (Fs) de in In(z+ Vi 二 ) 十 C， 
(1 十 zx2 ) 千 W1 十 并 V1ltzx’ Vl+zx: Vl+x’ 


[2105] | Xxarctan(x++1)dzx. 


1 


解 | Zarctan(z 十 1)dz 一 本 | arctan(x++ 1)d(x’) 一 雯 并 arctan(Z 十 1) 一 1 


记 | 吉 d 
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1 ， 1 2z 十 2 1 2? _zrxil 2 、 
一 六 Zarctan(< 十 1) 7 | (1 3 ) dr 77 arctan(Xx 十 1) 5 十 lIn(x 十 2x 十 2) 十 C. 


[2106] | Vrarctan Vt dr. 
解 | Viaretan Vzdz 一 地 | arctan Vrd(z ) 一 地 arctan VZ 一 到 | 和 于 dz 


= 六 arctan V7 3 上 1 二 )dz= 2 zwvrarctanVE 一 专 十 村 ln(1 士 z 十 C. 
了 2107】 | raresinGl 一 md 
1 rn 
解 | xarcsin(1 一 zydr 一 六 | arcsin(1—x) d(x’) 
1 ， . 1 了 x 
一 一 Xx/arcsin(1 一 xz) 十 dz 
2 z | 1 一 (1 一 了 7 
对 于 积分 | 一 de, 设 1- 一 … 则 
WwW] 一 (] 一 工 ) 


| A dx 1 一 2t+ 十 刀 | 一 一 幸 十 1 di 2| dt 2 tdt 
V1l—(l—xr)’ Vli—e V1l—e V1l—er V1l—e 


| V1—t di—2arcsint—2 WE 一 此 2 V1 一 十 3 arcsint— 2arcsint—2 V1 一 此 十 C， 


-一 2x— x 3 arcsin(1—z)+ C1. 


2 
于 是 ， | zarcsin(1 —x)dz— 2 Sarcsin(1—7z) —3 < 2r 一 Xz: 十 C, 


[2108] | arcsin Vr dz. 


解 | arcsin VIdzx 一 zarcsinVZ 一 这 ar 
对 于 积分 | 一 寿 一 dz, 设 VT 一 +, 则 dz 一 21dt, 于 是 ， 


J VI=z 


| 3 dr=2| i d=—2| VI=E di 十 ?| dt 
V1l—zx AT 一 站 WwW] 一 芒 

一 一 上 V1 一 毕 一 arcsint 十 2arcsint 十 CI 一 arcsinVz 一 Vz 一 好 十 Ci 
因而 ， | aresin V7dz— (xz 一 去 )arcsin Vz 十 方 VT 一 十 C. 
【2109】 | Xarccos 二 dr 


解 | Xarccos Tqr=1 | arccos Tac ) 一 了 工 z arccos 工 - 工 | EJ 
I 2 zx 2 x 2 


= 方式 arccos 十 一 于 (sgnz) wx 一 1 十 C， 


.2Vz 
【2110]】 | arcsin IT 十 zdz， 


2Vz —sgn(l—x) | 去 -一 dz 


ar- | arcsin 4 AE q(t 1) = (r+ Daresin 了 二 过 


解 | arcsin + 


二 (zx 十 1)arcsin 一 一 2Vz —2Vxsgn(l—zx)+C, 


i+x 
其 中 用 到 了 
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1 1 
i+x) 一 一 2 
2 这 ek ”Vz ‘| ， 1-z _l ll 
(arcsin 2sz ) 二 一 一” 天王 一 证 sgn(1 一 并 )- 一 . 
1+z 1 二 一 和 ltz VOU-z) Vz 工 Vx 
(1+ zx) 
[2111] jz arccOsx qd 
1 一 Zz ) 放 


ArCCOST z 并 BTCCOS 工 二 Xarccosz 本 
一 一 一 一 一 十 | 一 一 一 一 一 一 一 | 1] 二 十 CC, 
解 | od z= | arceoszd (7)- /T= /I n Vl—z +C 


【2112]】 | 2 
1 一 z2)3 


解 es Zarccosz | z= | arccosx df 1 )= arccosx | | dz -一 arccOsxt 十 上 In 1 十 工 1 十 十 C, 


(1—x? ,1 1—x’ AI 二 好 一 并 fz 2 1 一 > 
[2113} | Zarctanzln(1 十 zz ) dx. 
解 | zarctanzln(1+z )dz 
2 
= 方 | arctanzln(l++ x?)d(z? )= 广 z arctanzin(1+ xz? ,二 |z "| + |d 
一 二 之 arctanzln(1 十 2 ) 一 去 | ln(1 十 2 )dz 十 二 二 和 ?dz 十 | dz 一 | zarctanzdz 
= 1 arctanzln(1 十 zx? ) 一 1 lnk 1 二 zx?) 十 工 2 疆 择 ++ 坟 arctanzln(1 十 z2) 一 | zarcranzd 
2 2 2 J 1+zx’ i+x? 
Xarctanz 1 
+ | edz— BT 2arctanz 十 一 2 | dz 


co| 一 


zx?arctanzrin(1+ zx?)— 去 zln( 1 十 x?) 十 x 一 arctanz 十 到 arctanzln( 1 十 z2 ) 一 二 arctanz 十 去 z 


一 于 arctanz 十 C 


2 
一 z 一 arctanz 十 (: 工 arctanz 一 到 )[ln(1+z?) 一 二 十 C. 


2 


}sdz. 
—z 


[F2114] | zin 


工 十 工 1 十 zjd 这 :一 


解 |zm 注 ln dCz)= 却 zind dz 


= zx 


过 2 一 
= 于 zln s+ | 1 一 天 二 edt tte 
2 1 一 工 


【2115】 Ja 
x! ) 训 


)=2 tt Tr 
i v 干 三 1l+z? 


In(zt v1lt re ) dz= [In(z+ Vi 于)d( 一 一 
(1 十 xz?) 这 


2 
一 人 二 2 in VIT 关 +C 
和 


求 含 有 双 曲 函数 的 积分 : 
【2116】 | shz zchz zdx. 


解 | sh: zchzzdz 一 工 | sh 2zxdz 一 言 | sh:2xd(2x)= 工 十 3h4z 十 C. 


8 32 
x*) 利用 1761 题 的 结果 . 


【21173】 | ezadz 
2 1 1 1 
解 | eh'zaz= | (二 2) dz 一 | (rr ee 
1 ,1 1 1 "3 
一 村 xz 十 二 sh2z 十 言 (z 十 二 sh4z) 十 C 一 言 z 十 二 二 sh2z 十 37sh4z 十 C 
x) 利用 1762 题 的 站 果 . 
£2118] | sh zdz. 
解 | szdz= | shz zshzdz 一 | (ch? z—1) dtchz) = 二 eh’z—chrtC. 
{2119] | shzsh2zsh3zdz. 


解 | shzsh2zsh3zdz 一 | 去 (ch4z 一 ch2z) sh2xdz= 立 | ch4zsh2zdz 一 六 | ch2zxsh2xdz 


= 地 | (sh6z 一 sh2z)dz 一 于 | sh4zdz 一 去 ch6z 一 到 ch4z 一 言 ch2z 十 C. 


[2120] | thxdz. 
解 | azdz= | shzdz 一 In(chz) 十 C. 
chz 


[2121] | cothz zdz. 


2 
解 [eurzdz= [ 汪 zaz= HEdz—z—cothrtC. 


【2122】 | Vthz dx. 


三 一 ， ec 一 e Ee’—e ezrdr e ”dr 
解 | hzdz= | < 二 sdz= | -Ed | VE 二 1 一 ce 
d(e2 ) + 方 d(e **) 1 1 。 一 
一 一 一 一 一 一 一 ln(e* 十 Ve” 一 ] ) 十 一 arcsin(e *”) 十 C. 
-| Ce=)’— Vi 一 (er 2 2 


[2123】 | 5 


设 由 去 一 = ltt, nltt, qr=-2 ， 
解 设 中 二 则 shz 一 这 严 ， chz 一 一 zz ni 一 ， dr 一] 二 由 代 人 得 
1 十 2th 地 
dr 一 di _2 2+1 ,~ 2 
| 远 乱 一 让 Tetl tan 万 TCT eten ~ 十 C 


L2124] | shaxsinbrdz. 
. _1 , 1r_.. 
解 | shazsinbzdz 一 本 | ee sinbrdr— | e “sinbrdr 


1 , asinbpx—bcosbr’’, 1 _。。asinpzr 十 pcospr 7) achazsinpz 一 5shazcospz 
3 A ae” Tp tC tC. 


*) 利用 1829 题 的 结果 . 


【2125] | shazxcosbzxdx. 


解 |shazcosszdz— 去 人 cospzdz 一 去 fe cosbzxdzx 
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1 , acosbzri+bsinbr’’ 1 _,, acosbr—bsinbzx") 一 cachazcosbz 一 bshazsinpz | (. 
2° a + Tae a iB tC 02 + ， 


x) 利用 1828 题 的 结果 . 


§ 6. 求 函 数 积分 的 各 种 例子 


求 积分 : 

C2126 | 二 

解 | 5 rT 和 本 站 二 dz | 和 | ad 一- 玄 dr 
= 二 -内 + | zt 二 5 和 -二 ++| (去 -二 二 )d 
-+arctanz+C. 


Xx:dzx 
E21273 | Oy 


xXx)" 


解 | 二 dz [CD+tl, | -| dz 
(1 一 2 )3 (1 一 2 7) 《2 一 1)2 (zz 一 1)3 
=— | 远志 一 了 | 一 上 ” 
(好 一 1D) | 2 一 40 二 1) 4 (二 一 1 
1 +— -- 工 -二 1l1[dr. 
4 .Cr—1): 4(1—zx)’ 41 2Cr—1) 2 jz 一 1 4(1 一 22) 
z+ 1 1l+z 
8C1—zr) 16™ s+c. 


x*) 利用 1921 题 的 北 推 公式 . 


dz 
C128 [irr 


提示 注意 1 十 x 十 x 二 (x 十 十 1) (x 一 十 1)， x 十 x 十 1 二 (x? 十 X 十 1) (zx? 一 Zz 十 1)， 
2Z4 一 22 十 1 一 (zz 十 zV3 十 1)(zz 一 zV3 十 1). 


解 ”因为 
1 十 x 十 x 一 (x 十 1)? 一 x 一 (x 十 x 十 1)(x' 一 Zz 十 1)， 
ZT' 十 ZT 十] 二 (十 1 一 二 (x 十 x 十 1) (zx? 一 x 十 1)， 
太一 z22 十 1 一 (z2 十 1)2 一 3z3 一 (zx 十 zxV3 十 1)(zz 一 zxV3 十 1)， 
， 1 _1/ zz+l x-l z+1l _1/ 1 1 
所 以 ， 1 十 zi 十 za 2 (= 4 十 xz 十 1 x i) ri 二 x 十 ] 2 (FFt ir)’ 
1 1 1 _1 
-LA 2 
TT 二 1 zx 二 zxV3 十 1 x:—xV3+l1 
于 是 | el +4 _dr ，1 1 2z+tv3 er 2z 一 V3 
“ 计生 Xz! 十 Zz 十 1 zi—ztl 4 二 Hz 二 4 一 zV3 十 1 


1 2z 十 1 2z 一 1 1 
-Lan( 于， ) +arctan( 万 ) + 砍 Dnce+zV8+D 一 nz 一 zy5HTD]TC 


1—x z 
二 ) + 二! 对 十 zV3 十 1 十 C 


启 aretan 人 
二 一 一 一 arctan n 
2V3 zxV3 4V3 xz:—zxV3 二 1 
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dz 
【2129】 | 元 
提示 “ 令 V 工 一 上 
解 设 拒 =i, 则 Vzi=# ,YZz=t, dz 一 66dt 代入 得 


| (£2—t+1— 十 )d=2 刀 一 32 十 6t 一 6ln(1 十 芒 十 C 


| dz 
VT +Iz t+l1 


一 2 一 3 十 6 凶 一 6ln(1+vE) 十 C (zx>0). 


2 I 
[2130] |z A/ 1 


提示 邻 和 /下 一 t， 并 利用 1921 题 的 递 推 公 式 ， 
, 1—xz_ 1 一 一 2 Bp] 
解 设 Nz 一 上 则 TIT ， dz CF 代入 得 


|= -一 | my 


#) 
一 一 a 十 C 


一 一 去 (8z* 十 10z 十 15) Vz 一 号 arctanA /一 十 C， 


一 一 南 (8z* 十 10z 十 15) Vr(l—zx) + 六 arcsin VT+C 《0<<z<<1). 


*) 利用 1921 题 的 递 推 公式 


【2131] |= 也 dc 
x 


解 ” 设 z=sint, 并 限制 一 六 < 所 分， 则 dx 二 costdi, 代 人 得 


32 十 2 dz= | sint 十 2d, 一 -由 十 dt 21™In| csct— cott | —2cott+C 


Zz? VI—z sin?z sint sin2 
2 
= mn 二 和 于 一 2 和 十 C (0<lzl<1). 
【21323 | 
1l—xyr 


提示 令 V1 一 zVz 一 上 
解 设 V1I 一 zxvVz ==t, 则 z= 二 (1 一 世子 ， dz—— 针 1 一 £2) -Yd 代入 得 


| ; dz 一 一 千 [di 一 一 告 t+C 一 一 夺 Vi#yE ++C (0<z<1). 
1 一 zVZ 3 4 3 3 


5 dz 
【2133】 | -oe., 
AT 十 2 


解 次 和 二 tf, 则 z= 二 一],， zdzx 二 tdt. 代 人 得 
Te | 人 一 22 十 D)dt 一 二 2 一 全 2 十 十 C 一 亩 (8 一 4z? 十 3z') Viz 十 C 


-二 


【2134】 | 无 苦 一 5 
并 工 ) 


NE 
提示 令 A/ 一 一 上 
3 I 二 1 
解 设 和 /一 =t， 则 z 一 二 二 1， dz 一 一 dt 代 人 得 
dx _ 一 各 一 |z 竺 和 
| 云 宇 翅 - 5] = 和 I= | Ftid 


1 | 21 43 ln 0+D’ 2 一 
一 mlt 十 二 一 到 |; [a 二 2 ln Pri V3arctan (~ V3 1 ) 十 C， 


Ei 
3 
_ /1—z 
其 中 := —. 
2135 
【 1 | A 所 


一 1 
| dz [1 
x W1 十 z3 十 26 ri Vr -十 z tl 3 (x+ 二 ) + 立 


= 一 地 In -3 十 二 +VETETT|+CG= 一 二 mn 2 te Veterl xz 十 x 十 1 | +c 
注 以 上 实际 已 设 x 之 0. 对 于 z<<0, 利 用 1856 题 的 方法 可 得 同一 结果 . 
dz 
2136 
W2135) | 一 Vr —2r 1 


一 广 二 | d(x -一 十 1) 


解 | 一 二 二 二 一 太守 = 二 -| 一 二 和 === 有 A 万 )+c 


= 一 了 玛 arcsin{ 所 地)+0- 去 arccos( 所 )+ C. 
【2137】 


于 = 所 (+ vl—zx)(+vVl-r Dz 
A (1— Vi—x)(l+ V1l—zx’) 


2 
-2-2 I—z -2| dx = 一 对 二 -2 /2arcsinc+C. 
工 工 1 一 7 工 工 
[2138] | (1 十 工 )dz . 
ZX 十 Vzri+r 


(1 十 z)dz _ (1 十 z)(z 一 wz 十 它 ) dx 
工 十 wz 十 并 (z+ Wz 二 大)(z 一 Vriz:) 


一 2 一 2 
= | 于 一 二 一人 vd 二 Ye dt VE 天 dz 
外 


= 一 xz 一 去 z+2| VITWZYdWz)+ | (z+ 去 ) 一 (去 ) a(z+ 评 


= 一 z 一 喜 立 +VE VITz+In Wz+ VITz)+ Vif 二 In(z+ 二 + Vi ) + 


一 一 z 一 半 辽 十 和 5 到 VE 二 丈 十 于 ln(2z 十 1 十 2 Vz 于) 一 二 In(z 二 十 Vz + 
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一 一 二 (z+1)? 十 呈 守 Vz 二 训 In(z+ 主 + VT )+C， 
其 中 设 xz 之 0, 对 于 x 过 一 1, 同 样 可 获得 上 述 结果 ,但 要 注意 在 对 数 中 要 加 绝对 值 . 


In(1 二 z+ x*) 
【2139]】 dr 
jn(1 十 z 十 zz) 
解 | dr = 一 | ma+z+z 2d( 二 一) 
_ ln(i+z 二 x) 2z 十 1 dz GE 二 | Z 十 2 1 )dz 
1 十 工 《xz 十 1) (1 十 x 十 x?) 1 十 工 1+z+zx: 1 十 工 


_ ln(1 士 z 十 产 )》 2z 十 1 3 
本 1 十 工 十 到 ;| (Te tIFT ) dr Inll+z| 


2 2z 二 1 
= 一 轩 2 十 翅 In(1+z 十 芝 )+VSarctan ( 于 ) —Inl1+zl+C 
ln(1 十 z 十 z) 1 ， (1 十 z)? 十 1 
1 于 zx niteat Tarctan (SH V3 )+c. 


【2140】 | (2z 十 3)arccos(2z 一 3)dz. 


解 | (2z 十 3)arccos(27z 一 3)dz 一 em 


二 (x 二 3x)arccos(2x 3+ | tx 
VV 一 x 十 3z 一 
pe 3| 二 2z 十 3 dz+7| 一 上 一 
V—zx :二 37x 一 2 Vx 二 3x 一 2 
_ 1 3 3 
-cz+3amarccos(2z-3) 一 |\/( 王 ) 一 (xz 一 六】 d(z >) 6 V—x 二 3zx—2 


1 
"TD 


二 (7T? 十 3x)arccos(27x 一 3) 一 2 3 /—77 十 3z 一 2 一 言 arcsin(2zx 一 3) 一 6 VV—zx 二 +3x—2 


—7arccos(2x—3) 二 CC 


一 (z+3x— DD )arccos(27+—3)— LH VT 十 C (<x<=<2). 


【21413 | atatz dz. 
解 | md+z dr 一方 | In(4+ zx)d(z’) 一 方 工 In(4+zx')—2 | 二 二 dz 


2 
一 去 字 ln(4 十 太 ) 一 2 | (z- 寺 至)dz= 二 z lin(4+x')— x’ 十 2arctan ( 苞 


十 C. 


; 2 
[21423 | 1 十 并 dx. 


V1l—zr’ 
i 1l+x? arcsinz arcsinz | 
解 | arcsinz 。 dz= [arcsinz 十 | 并 
VE |a Va ia 
一 (sgnz) | + | arcsinzd(arcsinz) 一 一 (sgnz) | arcsinzd( Vx 一 1 ) 十 亏 (arcsinz)’ 


/T— 2 /To 
一 一 (sgnz) ( Taresinz — | 各) 十 去 Carcsinz)? 一 一 各 二 二 arcsinz 十 | 至 十 言 (arcsinz): 
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—— MF (arcsinz)? 十 nlz| 十 于 Carcsinz)? 十 C (0<<|z|<1)， 


2 
【2143】 [i VT dy 
TX 


解 [i ?dz= | mnG+ VITA) d+ VITR) 
Viz 


二 (1 十 Vil 二 xi)ln(l 十 Vl 十 x ) 一 -各 -01+ wW1 十 z2 )in(l 十 V1 十 到 ) 一 W1L 十 z 十 CC 
并 


【2144]】 | > wzz 十 1ln Vr:—ldz. 
解 | > wz 十 1ln V7-Idz= 言 | In Vr idtz+1)3] 
一 二 (z2 十 1) 主 In V2-I- 计 | (tt . dz 


对 于 右 端 的 积分 , 设 Vz 十 1 二 1， 则 区 十 1 二 上 ，zdzx 王 tdt. 于 是 ， 
_1 2 3 zdx 1 | tdt _ Wak 2 4 
3 | ce +D33 = 于 | 二 等 =- 计 | (f+2+z 5 )d 


1 2 V2, |t—v2 十 7 -In Vt’ Vtr V2 
一 一 二 Pp 一 之 一些 1 +C= ViTz 
9 3 || "FEE 
最 后 得 到 
| > wz 十 1ln wz 一 Tdz 一 总 (zz 十 1) 羡 ln AT 一 T— Vi -In nt C 
‘|x| 二 1). 
十 I 并 
【2145】 | A -二 dz 
dz 一 1 d 1 一 并 
解 -二 二 Es 下 Ed VI) 
一 /Tr V1l—x’ (2— ZX) 
In + ZI z) 
右 端 的 积分 
| = 《1 一 z2)(2 一 gr 2 十 工 一 2 dz 
Z(1 一 并 ) zx(1—zx) VI 一 好 “A 
zdx et AT 一 好 


-| 一 站 二 是 二 + -| 并 =- 一 站 


HA/ 坪 | +aresinz+ Vi 十 C 一 一 2ln ] 士 lt Vl orcsinzt w1 一 2 十 Ci， 


一 一 2ln 


1 x ll 
= (到 ln -十 二 ) V1l—x 一 ]n 十 去 arcsinz 十 C (0<z<<1)， 


于 是 ， | 一 “nn -天 一 dz 
站 了 V1l—x 
dz 
CD146 | pias 
、 2d 
解 设 tan 子 =t, 不 妨 限制 一 r<z<x, 则 sinz—T Hz dx 一 了 了 5. 代 人 得 
(1 十 t 二 六) 一 二 (2 二 1) 十 


| xz lf 1+r a | 2 2 
(DFsinz)’ 2 二 十 2 2 (IFT t 


1 dt 一 二 | 二 2t+ Dd 1 二 | 本 ay 
2 1Fite (1+i+z 7 十 (1 十 zt 十 经 )2 


2+1 1 + 工 [一 21 4 2 十 1 | 
一 启 eretn V3 )+raprrast 了 [5 十 | 万 ) 十 C 
工 
一 1+2tan > COS 工 “rc 
3 V3 3(2 二 sinz) 
x ) 利用 1921 题 的 递 推 公式 ， 
sin 十 2cos 过 
cos 世 
,5 1 + ai+l -ti 寺 2 -1. 一 2 
2 
4(1 十 上 十 蔚 ) 12(1 十 古 才 ) 6(1+itt) 6 1+sin 闻 cos 码 


工 sinz 十 1 十 cosrz 


2 COS 工 


=1. cosz _ 
6 3(2 十 sinz) 


_1 | 
六 sinz 十 1 6 


十 sindx 
[2147] | sins x 十 cos! zu 


。 。 . ， 。 1 .， 
解 sinsz 十 cossz 一 (sin4z 十 costz)2 一 2sin4zcos4z 一 [(sin2z 十 cos2z)2 一 2sin2.rcos: 工 ]: 一 Sin 2z 


一 (1 一 到 sinz zx) 一 工 sin 2z 一 1 (sim 2z 一 8sin22z 十 8) 
2 8 8 


一 言 (sin 2z 一 4 一 2VE)(sinz2zr 一 4 十 2VZ) 一 过 (costz 十 ?+4V5)(cos4z 十 7 一 4V2). 


Sin4 工 1 Sln4 工 Sin4 并 
> 一 一 -一 一 一 dz 一 32。 一 一 | 一 半生 dz- | 
于 是 | ss; rl cos4z 十 7 一 4V2 cos4z 十 7 十 4V2 


d(Ccos4z 十 7 一 4V2) 1 d(Ccos4z 十 7 十 4V2) 一 工 cos4z 十 7 十 4V2 


十 C. 
- 记 cos4z 十 7 一 4V2 V2 cos4z 十 7 十 4V2 ”ostz 十 7 二 人 万 


{2148 一 一 一 一 
] | 1 二 coszx 
解 ” 设 1 十 cosz 二 t ,并 限制 :>0, 则 sinz 一 上 V2 一 ， dz 一 一 二 dt. 代 人 得 
dz 2df V2tt 
一 和 一 一 一 一 )4= 二 -n+ 
| 元 1 十 cosz 1022) + 到 ) tT 2VZ Vi—t 
1 1 VIF 
一 了 V2— vis 
[£2149] 后 到 b ctanzdz. 


解 | 径 a Zarctanrdz 一 | (< 一 号 )arctanzdz 一 azarctanz 一 a arctanz) 


—a| xzarctanz— 方 In(1+z ) ] 一 5 earctanz)? 十 C. 


2 一 
[2150] 人 2 | 鞭 z 一 1 | dx. 


解 | 罕 二 | 于 1 tla=| (e+ 二 )m| 于 ]|d 


一 azln | -a 和 妈 呈 二 号 nm 于 ?alm ==i 
=a(zln ui 1| ) 十 和 me 
解 fe i 
= 一 + 去 | ( 仁 1 -ii)dz= 一 放权 nz 一 二 In(1+z) 十 C 
一 -ze 7 十 去 In 站 iatC 


【2152] | Zarctanz dr 


V1l+xr’ 


解 | 将 尝 dz | arctanzd( V1l+zx’ )= V1 十 ze arctanz 一 | 一 一 
A 
1 二 x:arctanz—ln(zx+t+ Vl+z’)+C. 
in2xdx 
【2153】- | 一 sz . 
WT 十 cos4 并 
in2zdz _ dG 十 cos2z) 

解 [六 —lIn(1+cos2z+ VOITcosdr) FT4)+C 

W1 十 cos4 工 wW(1 十 cos2z)2 十 4 一 一 ， 

二 一 ln(cos:z 十 V1 十 cos'z) 十 C. 


3 
[2154] [= arccosz 7 


WwW 一 和 


3 
解 | 二 srccoszdz 一 一 zarecosrd V1l—x:) 
Vl—z’ 
2 


工 
一 一 Z2 V1l—x arecosz 二 | V1l—x’ (2zarceosr— A ) a 


=—zx: Vl—z’ arccosz 一 过 | arccosrd[ (1 一 zx?) 诗 ] 一 | =dz 


一 一 Z2 Vl—z’ arccosz 一 二 (1 一 妇 ) 译 arccosz 一 全 | a 


一 一 Z2 V1 一刀 arceosz 一 了 (1 一 z 2 ) 生 arcecosz 一 二 xz 十 了 一 并 :一 二 也 十 C 


3 2 
= 一 此 3 2 V1—zx’:arccoszr+i+C. 


4 
[2155) | dr. 


4 
解 | az= | (# 一 1 十 一 一 一 二 Hi )aretanzdz 


一 于 | arctanzd(z3 ) 一 | arctanzdz 十 | arctanzd(arctanz) 
1 zx: 
一 3 arctanzr 一 -了 | 兰芝 一 Zarctanz 十 | 产生 十 于 (arctanz)? 
lz pee )dz 一 zarctanz 十 工 ln(1 十 刀 2) 十 二 (arctanz)s 
3 3 去 1 十 好 2 2 
1 
一 西天 arctanz 一 音字 十 言 In 1 二 zx?) 一 xarctanz 十 总 In 1 十 xz?) 十 广 (Carctanz)2 十 C 


3 
一 1 一 (z 一 去 )aretanz 十 于 (arctanz): 十 于 InG 十 zx) 十 C. 


6 3 
Xarccotz 
L2156] | 侠 吕 4 
xarccotzr | 1 | d 1 arccotr _1 dz 
解 Ress 3 | rccotrd (TF )— 30 Ta) 2 | Ct 
arccotx 1 之 1 7 ___l-x 并 
2 十 地) lees arccotz | tC RT tt 
x*) 利用 1921 题 的 递 推 公式 . 
【2157】 | 于 Vlt+x ) 
x)? 


了 
解 ED is ral 5 


dz 
一 ;| (z+ v1l+zr: ) 一 二 | 一 一 天 一 
201—7)  “ 一 (1 一 zz) wz2z 十 1 


对 于 右 端 积分 设 zx=tant， 并 限制 一 也 <!< 子 ， 则 V1 十 x: = 二 sect， dz 一 secztdt. 代 人 得 


| dz 一 sectdt =| costdt _ ff dlsint) _ 1 In 1 十 V2 sint 上 C 

(1—zx:) Vix 1—tanmt cos:t— sin’t l—2sinmt 2V2 1—V2 sint | 
1 V1l+x 十 XY2 十 工 V2 +c 

Tz" V1lt+zx:—zryv2 


[A 1 In V1ltzx: 一 zV2 上 +C 
(CI 二 之 7 2(1— xz) 1 "| Ft) 


[L2158] | V1—x’arcsinrdx. 


于 是 ， 


解 | 1 一 zarcsinzdz 一 Z W1 一 arcsinz 一 jz( 1—— arcsinr | dx 
V1l—x’ 
rx Vl—x arcsinz 一 二 一 | V1l—x’ arcsinzdz 十 | 2 arcsinx | 
V 1 一 并 


一 工 VI 一 arcsinz 一 到 十 二 (arcsinz): 一 | V1— x arcsinxdx. 
于 是 ， | VI=Zarcsinzdx 一 于 Viaresinz 一 后 十 十 (arcsinz)? +C (lz|=1). 
L2159] | zG 十 过 )arccotzdz 
解 | zt Yarceotzdz—+ {arccotzd [QT] 一 二 (+t)?arecotz 二 证 | +t)dz 
一 六 (1 二 x)?arccotz 十 闻 十 大 十 C. 
【21603 | ar+zdz 
解 | =a+inzdz= [ewatinz)dz=— | eaczinz) =e™ +C=x +C (zr>0). 


【2161] | ss dz 


加 . 四 . dz 
解 | Eee dz 一 一 | arcsinerd(e“) 一 一 earcsiner 十 | 一 二 
€ V1—e” 
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一 一 ex*arcsiner 一 In(e 十 We 季 一 1) 十 C 


i 5 ) 
一 一 e "arcsine | te 
=zx—e *arcsine’—ln(l+ Vli—e*)+C (zx<0). 


工 
arctane? 
一 一 一 一 一 dz. 


[2162) | ez (le’) 


2 


| arctane dz 一 | (ei 一 TT )arctanes dz 
ez (1 十 ez) 


三 一 到 三 三 一 到 EE dx 工 
一 一 2 | arctanez d(e 3)—2 | arctanez d(arctanez ) 一 一 2e ?arctane? 十 | Te — (arctane? )? 


一 一 2e $arctane? i+ |{( (1 站 ) dr— Carctane ) 


=—2e Farctane? +zx—ln(l+e')— (arctane$ )*+C. 


dz 
【21631 | (et!l 二 1)? 一 (e*! 十 1)?" 


解 | dz dz =| dz 
(er 十 1)2 一 (er 1 十 17)2 (er 一 er 1)(er 十 er 十 2) ex ke 一 e 1)(e 十 e 十 2e-z) 


-| nd dz = | 1 chl 
ezz 2shl (2chl+2e™*) 4ersh1(1 十 erchl) 4shl er 1 十 erch1l 


)dz 


I 


e- chl 0 erchl )dz © om [z 一 ln(1 十 echl)] 十 C， 


4shl 4shl 1 二 echl 4shl 


了 2164】 | Vth:xt1dz. 


sh: zch?:x sh z+ ch zjv 
tbhztl | chz 
解 | vidz= 
wth2z 十 1 wth2zz 十 1 
2chix—1 dCth a d(thzx) 
V1l+thix V1l+thix WwW1 十 th 并 


dz chzxdx 
-2| -一旦 一 一 ! (thz 十 VITh ,=2| In(thz+ VIF 
VE 一 J th” th x) 


=vZ | LA In(thz+ WITHtEE)=VZlnWZshz 二 VITah a) ln(thrt VITRA)+C 


n ltth z+ V2 thz +V2 thz 
一 In(thz 十 1 十 th2z) 十 C. 
一 Vi 于 Et < 


1 十 sinz ， 
【2165] | 拌 半 2 
1 十 2sin 之 cos 三 
1 十 2 2 
"se | (a) et ene 
2cos 2 2cos: 2 


= | ed(an 笃 )+ | tan 到 de 一 etan 地 一 Jian 到 ae)+ | an 训 d(e')=ertan 也 十 C. 


【2166] | lzlaz. 
提示 注意 |z| 一 (sgnz)z. 


解 | |z|ldz 一 (sgnz) | zdz=(sgnn) 讨 z+C=SlzL+c. 
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【2167] | zlzldz. 


3 2 
解 | zlzldz—(sgnz) | #4z=(sgnz) 扫 +C= 民 | 十 C. 


【2168】 | e+izpDzdz 
提示 利用 2167 题 的 结果 . 


3 2 对 ] 2 
解 Te+lzbzaz= | (r+2zlzlte)dr— + +C= 办 (z+lzD+C. 


x ) 利用 2167 题 的 结果 . 
【2169] | ar+zl-n-zpDdr 

提示 利用 2166 题 的 结果 ， 

解 fa+zl-na-zpaz= arzldaa+ot+| 11—zld(1—z) 


一 入 士 z 1 “二 一! 一 开 9 “4c 


x) 利用 2166 题 的 结业 . 
[L21703 [eaz. 
解 题 思路 ”由 于 e- "在 (一 co, 十 co) 上 连续 , 故 其 原 函 数 下 (XxX) 必 在 (一 co, 十 co) 上 连续 可 微 , 而 且 任 
意 两 个 原 函 数 之 间 差 一 常数 . 可 求 满足 下 (0) 一 0 的 原 函数 下 (z). 易 知 
一 et 十 Ci ， Z 之 0， 
er 十 Ca ， T<<0. 
其 中 Ci ,Cz 为 常数 ,并 注意 0 一 F(0) 一 lim F(z). 求 得 C .Cs 后 即 获 解 ， 


Fo 一 | 


解 ” 当 zz 之 0 时 ， | edz= az= 一 e+c 3 


当 rz<<0 时 ， | dz 一 | erdz 一 er 十 C:， 


由 于 e "在 (一 co, 十 co) 上 连续 , 故 其 原 函 数 F(z) 必 在 (一 co ,十 ceo) 上 连续 可 微 ,而 且 任意 两 个 原 函 数 之 
间 差 一 常数 . 今 求 满足 F(0) 二 0 的 原 函 数 (zx). 由 上 述 知 , 必 有 

一 e "十 C1， xz 之 0， 

e 十 C2:， zx<0., 

其 中 C; ,Cs 是 两 个 常数 . 由 于 0=F(0)= lim F(z) ,m0= 1+ 三 1 十 Cz ,因此 ,Ci ==1,C; 二 一 1, 从 而 ， 


Fo)=| 


1 一 ez， Zz 之 0， 


F(z)= | 
e’—1, TZ<<0。 


1 一 ex 十 C， Xx 之 0， 
| 


所 以 ， 
el+C, Z<<0. 
〖21713 | max(]1 ,zx’)dz. 


提示 仿 2170 题 ,可 求 满足 下 (1) 一 1 的 原 函数 F(x). 
解 仿 2170 题 ， 


当 |z| 委 1 时 ， | max(1,z’)dzx= | az=z+c ; 


当 z>1 时 ， | maxd,z?dz= [zr= 计 z+ 


当 z=—1 时 ， | max(l,z’)dzr= | az= 寺 =+C: 
今 求 满足 F(1)=1 的 原 函 数 F(z). 由 上 述 知 , 必 有 
Z 十 Cl， 一 1 委 z 魏 1， 


F(z)= 言 z 十 Cz， Xx>1, 


言 z+C;， Zz<—l, 


2 
其 中 C1,Cs ,Cs 是 三 个 常数 .由 于 1 一 F(1) 一 lim F(z), 即 l=1+C 一 于 十 Co, 故 Ci 一 0,Ce 一 本 .再 由 


F( 一 1) 一 lim_F(z), 得 一 1 一 一 于 十 C , 故 C= 一 子 . 由 此 可 知 , 有 


z， —1&zre1l, 
FCD 一 言 2 二 ，z>1， 
十 一 子 ， z<—1. 
z 十 C， Izl<1, 
最 后 得 EE 7 Izl>1. 


[21723 | rczdz， 其 中 wp(z) 为 数 z 至 其 最 接近 的 整数 之 距离 . 


提示 仿 2170 题 , 可 求 满足 下 (0) 一 0 的 原 函 数 F(z). 
解 显然 wp(z) 在 (一 co, 十 cc) 上 连续 , 故 其 原 函 数 在 (一 co ,十 ce) 上 连续 可 微 . 今 求 满足 F(0) 一 0 的 原 
函数 . 由 于 


工 一 2， mn<z<n 十 村 ， 
p(x)= 1 
一 Zz 十 n 十 1， n+ 人 T<n+1， 
zx? 1 
本 一 az 十 Co， ner<nt+ 3， 
故 F(x)= 


2 
一 于 二 (n+Dz+C， n 二 序 <z<n 十 1， 


其 中 C,,C; 是 两 个 常数 .由 lim F(z)=F(n 二 士 ) 得 ,C==C, 一 (二 汗 ) . 故 


znt) -0 


2 1 
本 一 xz 十 Co， PST<m 十 7， 


F(x)= ， 2 
一 于 十 (nDz 一 (n+ 去) 二 C,，n 二 记性 z<n+1. 


由 lim F(z) 一 Fln 十 1) 得 递 推 公式 Cr 一 C, 十 an 十 二 


I-*(nt+1)—0 


显然 0=F(0) 一 C,. 由 此 得 C= 卫 n(2n+1D). 于 是 ， 


二 一 nz 十 广 n(2n 十 1D 一 于 十 子 (zx 一 n 一 去 ) [1+2( 诗 -zn)]， 


F(z) = 
" 一 于 十 (n 十 Dz 一 让 (2 十 Dn 二 DD 一 各 十 言 (x 一 n 二)[-z(z- 一 去 ) |， 


za 十 去 馆 z<na 十 1 

记 (x)= 二 x 一 [x] 表 数 zx 去掉 其 整数 部 分 [zj 后 所 剩 下 的 零头 部 分 ,那么 最 后 得 
1 1 1 _ 
FCD= 持 + 了 [cp- 去 ] 人 -2?| -二 | ) (一 co<z< 十 co)， 


故 | rcoaz= 玫 + 二 [cz > |{1 ?| cz， 去 | }+c (一 co<xz< 十 co)， 


【2173】 | lsinxzldz (z 之 0)， 


解 ” 分 别 求 出 在 区 间 [0,1),[1,2),[2,3),…,[[z],zxj 上 满足 F(0) 二 0 的 原画 数 F(z) 的 增 量 如 下 : 


在 [0,1) 上 ， |。 。 sinxrdzr=C;, F(1)— F(0)=0; 


[1,2) 上 ,一 | sinnzdz—Tcosrzt C2, F(C2) 一 FGD) 一 二， 


在 

本 。 2 2.2 
在 [2,3) 上 ， 2 | sinrzdz= 一 二 cosrz 十 Ci,FG3) 一 FC2) 一 全 
在 


[Lz],z] 上 ， (—1)*[x] | sinrzdxz 一 (一 1)C[z] ( 一 二 ) eosrr+ Ceari ， 


— 1Y[z] 
F(x)—F([zx])= Dacosn[z] — cosxz). 
从 而 ,对 于 z 之 0, 得 到 
| [xj|lsinxridr= F(x)+C 


一 [LFG1) 一 FFCO)] 十 LFC2) 一 FG1)] 十 LEF(3) 一 下 (2)] 十 … 十 所 


一 2 2 2 .十 2 一 1 
元 区 工 


十 一 DC[z] 
T 


(cosr[z] 一 cosrz) 十 C 


[Lz]{z]—D) (~D'" [x](— 1) 《一 1 [zjeosrzx | (, 


T ™ ™ 
= Lr Decosnn) +C. 


1—x’:， 1z| 委 1， 


[2174] | rezdz 其 中 /n=| 
1 一 |z|， |z|>1. 


ri 
解 ” 当 |z| 志 1 时 ， | redz= | (zdr—z 一 于 十 Ci; 


当 z>1 时 ,| rodz= | a [zl)dz=x etc,, 


当 z< 一 1 时 ,| readz= | a IzDdz=z zlzl+c,. 


[Lz] 
CCDs] (cosr[Lz] 一 cosrz) 十 C 


今 求 满足 F(0)==0 的 原 函 数 F(z). 利用 F(o) 一 0， lim F(z)=F(1), lim FCz) 一 下 (一 1), 仿 2171 


一 一 1-0 


题 , 可 得 
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z 一 到 天 一 十 ， ZX<—1. 
z- 雪 +C， zl<1; 
于 是 ， | raz= 
xz— Al + sgnztC, |z| 盖 1. 
1， 一 ceo<Zz<0， 


【2175】 | rmpaz, 式 中 f(2)=d rt1l, 0<zr<l, 
2z， 1<z<+o. 


解 ” 当 一 2 过 x 过 0 时 ， | rmdz= | dr=z+C; 
2 
当 0 声 x 志 1 时 ， | roadz= | (z+Ddr- 竺 十 z++Czs 


当 1<z< 十 co 时 ， | flx)dr= [2zdz=z+C,. 


今 求 满足 F(0) 二 0 的 原 函 数 F(z). 利用 F(0) 一 0， lim F(x)=F(0), lim F(z) 二 F(1), 仿 2171 题 ， 


可 得 
x, 一 co<<Tr<<0， 
2 

F(z)= 沁 十 z， 0 委 x 委 1， 

也 十 二 ， 1 一 xz< 十 co. 
zt， 一 co<xz<<0， 
ri 

于 是 ， | /0d Tt OS 


了 局 十 于 十 C， 1<z< 十 co. 
[2176】 求 | zf (x) dz. 
解 ， | rcoadz= | zacr cp]J=zrD 一 | 7’ Crdz=zf’(z)— f(z)+C. 
[2177] 求 | /2z)dz 


解 * | frar= 寺 [fC2z)dc2z) 一 讨 f(22)+C. 
x* ) 这 里 暗中 分 别 假定 了 被 积 函 数 /',f 是 连续 的 . 


[2178〗】 设 f(x?)= 十 Cz>0), 求 f(z). 
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解 由 f(x?) 一 十 ,得 f(z)= 庆 (z>>0). 于 是 ， 
FaD= [f'ndr= | 至-2VE+C 
MT 


【2179+ 设 F(sinzz) 一 cos:z, 求 f(z). 
解 由 太 (sinzz) 一 cos2z 一 1 一 sin2z 得 f(z) 二 1 一 z. 于 是 ， 


f(z)= | f(r) dz= | (1 一 z)dz=z 一 二 x 十 C (|z|<L). 


1, 0<z 魏 1， 
【21803〗 设 f (nx)== 且 Fo)=0, 求 f(x). 
xz， 1<xz< 十 ceo， 
提示 令 lnz 王 上 
1， 一 co 天 上 委 0， 
解 设 : 一 Inz,， 则 AD) 一 于 是 ， 
” e, 0<it<++oo. 


z+C 多 一 co<<z 魏 0， 
f(z)= [reoar-| 
er 十 C2 ， 0<xz< 十 ceo， 
其 中 Ci ,Cz: 是 两 个 常数 . 由 假定 FA(0) 一 0, 得 Ci 一 0. 再 由 f(z) 在 z=0 的 连续 性 知 70) 一 lim f(z), 由 此 


得 Cs 二 一 1. 于 是 ， 
TI, 一 cc<7z 委 0， 


f(z)= | 
er 一 1， 0<z< 十 co. 


第 四 章 定 积 分 


$ 1. 定 积分 是 积分 和 的 极限 
1” 获 蝇 积 分 车 函 数 F(z) 在 闭 区 间 [a, 所 上 有 定义 上 且 a 一 z<z<z<…<z 一 0 则 数 


La 
| repaz= lim SD) fe)Ar, (rE Sr An Tz) (1) 


称 为 函数 f(z) 在 区 间 [a,5b] 上 的 积分 “. 
极限 (1) 存 在 的 充分 必要 条 件 为 : 


nl nl 
下 积分 和 S 一 >) mi Ax， 及 上 积分 和 S= 2) M Ar， 


当 |4zi1 一 0 时 有 共同 的 极限 ,其 中 
m= inf f(x) 及 M= sup 1 fx), 


TISTEI, 十 1 TT + 


车 等 式 (1) 右 端的 极限 存在 , 则 函数 f(zx) 称 为 相应 区 间 上 的 可 积 函 数 ( 常 义 的 ), 例 如 ;( i ) 连 续 函 数 ; 
(Ci ) 具 有 有 限 个 不 连续 点 的 有 界 函 数 ;( 诈 ) 单 调 有 界 的 函数 ,这 些 都 是 任意 有 限 闭 区 间 上 的 可 积 函 数 . 若 函 
数 f(x) 在 闭 区 间 [a,5b]j 上 无 界 , 则 它 在 La,5bj 上 不 可 积 ( 常 义 的 ). 

2” 可 积 条 件 ”函数 f(x) 在 已 知 闲 区 间 [a,5] 上 可 积 的 充分 必要 条 件 为 成 立 等 式 


ml 
lim >) mAzi 一 0， 
max1Aril-“0 人 


式 中 wi 为 函数 f(z) 有 闭 区 间 [zx; ,zi+l] 上 的 振幅 . 


【2181】 把 区 间 [ 一 1,4] 分 为 二 个 相等 的 子 区 间 ,并 取 这 些 子 区 间 中 点 的 坐标 作 自 变量 5 的 值 (: 一 0， 
1,…，,2 一 1). 求 函数 f(x) 二 1 十 z 在 此 区 间 上 的 积分 和 S,. 


解 ” 每 个 子 区 间 长 为 了 ,第 i 个 子 区 间 为 (一 1 十 吐 ， 一 1 十 性 十 二 ), 其 中 点 名 = 一 1 十 (i 十 去) 也， 
于 是 ,所 求 的 积分 和 为 
5 一 六 (+[-H+H( 寺 二) 二 ] 三 =- 功 及 (二 二 )=12 二 . 
[2182】 把 所 给 区 间 分 为 "个 相等 的 子 区 间 , 求 下 列 秀 数 f(z) 在 相应 区 间 上 的 下 积分 和 S. 及 上 积分 


和 S,: 
(1) f(z)=r (一 2 委 工 和 3); (2) F(z) 一 Vz (0 委 z 魏 1); (3) F(z) 一 27 (0 x 10). 


解 (1) 把 区 间 [ 一 2,3j]n 等 分 , 则 每 一 个 子 区 间 的 长 为 h 一 二 , 且 第 i 个 子 区 间 为 [一 2 十 认 ， 一 2 十 


(Ci 十 1 一 0,1 2 一 1). 若 令 mi 及 M, 分 别 表示 函数 f(z) 在 第 i 个 子 区 间 上 的 下 确 界 及 上 确 界 , 则 因 
jz) 一 并 为 增 函数 ,所 以 ， 
mi 二 (一 2 十 ih)’， M.=[—2+ (+ DA (i1=0,1,2,.… ,nC—1). 


m 一 ] nm 一 】 
于 是 ， S= >) mAzi 一 >) (一 2 十 衣 )*h 
i=0 i=0 


nl 
* 这 里 的 和 27 f(&)Ax: 称 为 积分 和 . 
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2 一 1 ml nl 
=—8nht12h: Di—6h’ D+th Dy 
i=0 i=0 


i 二 0 


. 一 3 一 372 4 一 272 2? 65 175 125 
40 十 了 2 25n(n—1) 125(2n 二 到 +n) | 625Cn 2 十 Mi ) 65 十 . 


2n? dn 4 2n dn: 


| al 
i . 65 ,175 | 125 
SG, 一 2 MA = 之 [一 2 十 (i 计 1 条 二 二 十 3 十 1 


(2 p= m= /i, Mf/ 0,1,2,.,n—1). 
n n n 


1I1 六 三 5- THE-l Fz 
于 是 ， -AVA NA SoiVNn nN 


|: 


(3) h= 半 ， m=2, M=200 (i=0,1,2,. ,no1). 
nl "—1 10 
4 hh(2* CO—1) 10230 二- ， Ah24(224 一 1) 10230 +: 27 
于 是 ， ,一 》 Ah2x 一 一 ; = hh2e+o 一 一 . 
一 2 2 一 1 nC2s—1) 和 2 一 1 za(22 一 1) 


【2183] 把 闭 区 间 [1,2] 分 为 份 , 使 这 分 点 的 横 坐 标 构成 一 等 比 数列 ”… , 求 函 数 f(x) 二 x' 在 [1,2] 上 
的 下 积分 和 . 当 xce 时 此 和 的 极限 等 于 什么 ? 

解 设 Y2 二 g 或 2=g", 分 点 为 1 一 g 之 gq! < 之 q 过 …<<g" 一 2 由 于 /xz) 一 站 在 [1,2] 上 为 增 函 数 , 故 下 
积分 和 为 


nl 1 
Sr= DmAzi= TL) gg)]=(g—1) (0 一 
i=0 i=0 


i=0 


D(g”—1)_ 31 人 2 一 1) 
9 一 1 水 3Z 一 1 ” 


2-1 - 1 一 31 


一 31 1im 一 一 一 -一 一 一 一 一 一 一 。 
VIL1 ”十 < 了 7 十 大 十 何 十 二 1 5 
x ) 原 题 为 “使 这 nn 份 的 长 构成 等 比 数列 ”, 现 根据 原 题 答 案 予 以 改正 . 


Ni 


且 limS, 一 31 lim 


〖2184】+ ”从 积分 的 定义 出 发 , 求 | Cw 十 gD dz; 其 中 T,w ,8g 为 常数 . 


解 ”f(1) 二 w 十 gt 在 [0,TjJ 上 为 增 函 数 (T>0). 


h 一 十， m=votigh, AM 一 mm 十 (十 1)gh (i=0,1,2,… ,nO—1) 


rl m1 
于 是， S, 一 2) (vo tigh)h=nvhti gh’ >» i=wT+2T 。 T+ 
i=0 


i=0 


aT 
2n )， 


Ln 


S,= >) [wtditDehjh-wT+ 允 + 避 -. 


因为 limS, —limS.—w T+ 
所 以 ， | (am 十 EDd 一 wmT+S 

以 适当 的 方法 分 割 积分 区 间 ,并 视 积 分 为 相应 积分 和 的 极限 ,计算 下 列 定 积分 : 

【2185】 全 zx? dz. 

解 题 思路 ”由 于 f(x) 一 x? 在 [一 1,2] 上 连续 , 故 所 给 的 定 积分 存在 , 且 它 与 分 法 无 关 , 同 时 也 与 点 名 
的 取 法 无 关 . 本 题 将 [一 1,2]mn 等 分 ,得 于 区 间 的 长 一 也 ,并 取 点 外 一 一 1 十 访 (i=0,1,2，…,n 一 1) ,这 种 和 


的 极限 就 是 所 求 的 定 积分 . 以 下 各 题 如 无 特殊 情况 ,不 再 说 明定 积分 的 存在 性 ,直接 对 区 间 分 段 并 取 点 名， 
作 和 求 极限 . 


解 将 区 间 [ 一 1,2jn 等 分 , 得 一 六 取 &= 一 1 十 认 (i==0,1,…,n 一 1). 
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Em 1l La 
. . 的 9 一 9m 
作 和 S,= > (~—1+ih)?h=nh—2h 2 i 2 天 一 3 十 -7 
于 是 ， lim S$, = 3. 


Pe oo 


由 于 f(x) 一 x? 在 [一 1,2] 上 连续 , 故 积分 | zzdz 是 存在 的 , 且 它 与 分 法 无 关 , 同 时 也 与 点 的 取 法 无 关 . 因 
此 ,上 述 和 的 极限 就 是 所 求 的 积分 值 , 即 定 积分 
| x: dz 一 3. 

【2186】 [ wdr (a>0). 

提示 。 当 a 关 1 时 ,将 [0,1j]n 等 分 ,得 h 一 二 ,并 取 点 & =ih (i 一 0,1,2,…,n 一 1). 同时 利用 541 题 的 结 
果 . 当 a 一 1 时 , 定 积分 显然 为 1. 

解 ” 当 a 闫 1 时 ,将 区 间 [0,1jn 等 分 ,得 h 一 十. 取 &=ih (i=0,1,.",n—1). 
作 和 $= PD he 


于 是 ， 


— — 1 一 
lims,=lim- 一 = 一 1， 即 | erdr=9 了 (a#1). 
o 


no oati—l] lna 


1 
n 
当 a 一 1 时 ,积分 显然 为 1. 


【2187】 上 sinzdz. 
o 


解 将 区 间 [0, 忆 Jn 等 分 ,得 h 一 地 . 取 &6 一 讼 (i 一 0,1,…,n 一 1). 


al 
作 和 S,—= >) hsinih. 
i=0 
2i—1 2i 十 1 
由 于 Sin 太一 - 六 (cos 2 j 一 cos “3—h), 
2sin - 
2 
， ho 2i—1 2i 十 1、 hh hh 2n—1 
所 以 ， S, 一 人 > (cos 5 h—cos 2 六 ) 六 (cos 到 一 cos hh). 
2sin 5 本 0 2sin 五 
2 2 
A 
22 一 1 
最 后 得 到 limS, lim 五 (cos 2 一 cos -4 x) 1， 
ln 一 
2 
即 2 sinzdz 一 1 
0o 


[2188] | costdt. 
o 


解 ” 将 区 间 [0,zxjn 等 分 ,得 h 一 立 ， 取 &==ih (i=0,1,…,n 一 1). 与 2187 题 类 似 , 可 得 


h 
ml 到 
lim 之 和 (sin 2 十 sin 2 4 ) = lim - 2 | sin 元 十 sin 0 | 一 sinz， 
sin 下 sin 
即 | costds = sinz. 
0 
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b 
【2189】 | 宪 (0<a<b). 
提示 。 将 [a,5jn 等 分 , 设 分 点 为 Zo 一 a 过 如 之 zz 达 … 之 x 二 b. 并 取 外 二 VXiTiti (一 0,1,2, ,nO—1) 


解 ”将 区 间 [4a,5bjn 等 分 , 设 分 点 为 
2zo 一 a<CzI< zz<…<<Tn 一 访 


取 上 总 = Vzizel (i 二 1,2,…,n 一 1). 显然 & ELzi,xi+1j. 作 和 
: 1 1 1 1 
一 )= 一 一 节 


=0 
ieS 一 工 1 
于 是 is- 二 -去 
“dz_l_l1 
ax: a bp 


即 
b 
〖2190】 | xz"dr (0<a<b; mm 天 一 1). 


提示 选择 诸 分 点 ,使 它们 的 横 坐 标 构 成 一 等 比 数 列 , 即 
a<ag<ag <<…<agi < 和 <ag '<ag'=b, 


其 中 qa=/ 和 ,并 取 6 二 agi (i 二 0,1,2,'",n 一 1). 
解 ”选择 诸 分 点 ,使 它们 的 横 坐 标 构成 一 等 比 数列 , 即 
b 


a<<ag<ag <…<ag<…<aqg <ag 一 5， 其 中 4 一 人 / 去 . 


取 & 二 ag (i 二 0,1,2,…,n 一 1), 作 和 
mt ol mmt+1) 
S, = 2) (ag ) "(ag'i!—ag')=a"™t!(g—1) >， qa (g— Dor 
i=0 i=0 
一 (8m+1 一 an+l) 9 一 1 . 
q” —1 
由 于 limg 二 1, 所 以 ， 
limS, =—(6"+! gmt) lim br "+! ) lim } et i 
mn 2 gri—1 ”4 gg 二 1 m1 
b _b"ti—a™"t! 
即 | > dz 一 7 十 1 


b 
【2191】 | 衬 (0<a<b). 


解 ” 同 2190 题 的 区 间 分 法 及 点 & 取 法 ,得 和 
S, 一 3 (eg) (ag og)=n(a—D=n(VE 1). 


(可 用 洛 必 达 法 则 )， 


lime Ina (a>0) 


由 于 
命 o 一 之 ,而 二 是 趋 于 0 的 变量 ,应 用 这 一 极限 即 得 


即 


《2192】 计算 泊 松 积分 | ln(1 一 2acosz 十 a )dzx. 考虑 两 种 情形 ; (1) jce|<1; (2) lai>>1. 


提示 ”分 解 多 项 式 a” 一 1 为 二 次 因 式 . 


124 


解 因为 (1 一 lel): 委 1 一 2xcosz 十 o ,所 以 当 |al 关 1 时 ,被 积 函数 是 连续 的 ,于 是 ,积分 就 存在 . 把 区 间 
[0,m] 分 成 n 个 相等 部 分 , 邯 有 
S, 一 元 > In(1—2acos 到 +w)= 王 In[ +o)? II (1—2acos 至 +a)]. 


i=] 


nl 本 
让 > 于 一 oo 一 一 了 
另 一 方面 ,我 们 可 以 证 明 ID II (1 一 2zcos E+). 
事实 上 ,方程 "一 1 二 0 共有 2 个 根 , 记 作 
lyeivrez sreEn 1 En — lel res) En 1 
i 
其 中 8i 一 cos 7 二 i sin 本 
一 in_ ,in :2 
及 Ecos i sin, (Ci 1). 


Em 本 
于 是 ， ”如 一 1= (DG 一 TD TI (ee) (te) 


一 ( 纪 一 1) I (: 一 cos 下 一 i sin 译 ) (: 一 cos 到 +i sin 亚 ) 一 (一 1 I (1 一 2zeos 焉 + ). 
当 1 二 a 时 ,利用 上 式 就 可 把 S, 表 成 下 面 的 形式 


S,—EIn| 呈 ] 


a& 一 


(oz 一 1D |. 


于 是 ,(1) 当 |a| 过 1 时 ,limS, 二 0, 即 [ jn(1 一 2acosz 十 oz )dz 一 0. 
Ho o 


a 十 1 。 az 一 1 
a—1 aa2n 


一 1, 从 而 ,lims， 


C2n 


(2) 当 |e|>1 时 ,把 S， 改写 成 S, 一 2rlnlol 十 到 jn| | 后 ,由 于 lm 


一 2xln|a| , 即 [ In(1—2acoszr+a’)dz=2xln|al. 
0 


【2193】 设 函 数 f(z) 及 g(x) 在 La,5] 上 连续 ,证 明 : 


6 
lim > /C8)9(0)An= | fr)p(r) dz. 


max | ari 0 一 0 
其 中 Xi Ti ;TiO STi (i=0,1,* ,7n—1), 
且 AZzi 一 Xi+l 一 (zxo=a, z=—=b). 
证 因为 f(z) 及 p(x) 均 在 [a,5] 上 连续 ,所 以 ,它们 的 乘积 FCz)p(z) 也 在 [ae, 拉 上 连续 . 因此 ,积分 
a—1 
repecodz= 加 Ce)p(6D)Az (1) 


mx | Ari | 一 0 i=0 


存在 .由 于 f(z) 在 [a,5]j 连 续 , 故 有 界 , 即 存在 常数 M>0, 使 |F(z)| 委 M (a 所 x 所 6) ;又 由 于 p(x) 在 [a,6] 连 
续 , 故 一 致 连续 ,因此 , 任 给 e 盖 0, 存 在 >0, 使 当 maxlAz; | 过 6 时 , 恒 有 


一 ee 一 so, AO 
|9(0.) PC6)| < ya) (1 0,1, 9 32 1). 
nl ml 
从 而 ， | 2) [fC&) 960) — f(€) gE) Az; < > [fC(8)] * p60)— 9p(&)| » |Az:i| 
i=0 i=0 


Ld 
< 之 M yee a) 14z| 一 e 


ml 
由 此 可 知 lim DD) [Fe)p(0) 一 AS)p(6)]Az 一 0. (2) 


max Ar; | 0 i=0 


由 (1) 式 和 (2) 式 ,最 后 得 到 | F(z)g(z)dz= lim fC)p(0)Az. 


max | ari | 0 i=0 


【2194】 证 明 , 不 连续 函数 /(x) 一 sgn (sin 下 ) 在 区 间 [0,1] 上 可 积 . 


证 首先 注意 ,函数 /(z) 一 sgn(sin 三 ) 在 [0,1] 上 有 界 , 其 不 连续 点 是 
1, 1,..,1 
2” 3 "nn 
并 且 ,f(z) 在 [0,1] 的 任何 部 分 区 间 上 的 振幅 w<2. 
任 给 。>0. 由 于 f(z) 在 [ 专 ， 1] 上 只 有 有 限 个 不 连续 点 , 故 可 积 . 因此 ,存在 #>0, 使 得 对 [ 香 ,1 | 的 任 


0, 1, 


9 


何 分 法 ,只 要 max|Ax' | 二, 就 有 3)w'Az'; 之 二 .显然 ,车 [awB]C| 言 ,1] , 则 对 于 [e, 四 的 任何 分 法 ,只 
要 max|Azx' | 过 wy, 也 有 Zu Az' < 三 。 


上 ,四 . 现 设 0 一 zx 过 坟 TT 1 是 [0,1] 的 满足 max | Ax; | < 人 


令 9= min{ 5 


的 任 一 分 法 , 设 zi 过 号 之 zn 


nl 


由 上 述 , 有 2 Co Axi 忆 三. 又 显然 有 


i=in+l 


0 


0 0 2e de 
之 ww Azi<2 之 Azi<2 管 一 至 . 
ml io 1 
故 2) wi ATX:; = >») wi AXi 十 > mw Azri<e. 
i=0 i=0 i=in+1 
nl 
由 此 可 知 lim >， w Ax:=0. 


于 是 ,f(z) 在 [0,1] 可 积 . 
【219s】〗 证 明 : 黎 曼 函 数 
0， z 为 无 理 数 ， 
ro m 


X= 地 (Cm 及 n(n 之 1) 为 互 素 的 整数 ) 


n 
在 任何 有 限 区 间 上 可 积分 
证 为 简单 起 见 , 我 们 只 考 虚 闭 区 间 [0,1]( 对 于 一 般 的 有 限 闭 区 间 [La,5j, 可 类 似 地 讨论 之 ). 
命 二 0 将 区 间 [0,1] 分 成 长 度 Azx;<4 的 若干 部 分 区 间 , 取 任意 的 正 整数 N, 将 所 有 的 部 分 区 间 分 成 两 


类 :把 包含 分 母 nN 的 数 王 的 区 间 列 人 第 一 类 ,而 把 不 包含 上 述 数 的 那些 区 间 列 人 第 二 类 . 对 于 第 一 类 ， 
由 于 满足 条 件 nN 的 数 于 只 有 有 限 个 ,个 数 记 为 上 一 An ,所 以 ,第 一 类 区 间 的 个 数 就 不 大 于 2k, 而 它们 长 
度 的 总 和 不 超出 2k4; 对 于 第 二 类 ,由 于 在 这 些 区 间 内 除 含有 无 理 数 外 , 仅 能 含 > N 的 有 理 数 全 ,而 在 这 种 
有 理 点 上 ,9g( 至 ) 一 二 < 方 , 所 以 ,振幅 w 小 于 广 . 


这 样 一 来 ,和 数 3 ww Az 就 分 成 两 部 分 ,分 别 估计 它们 的 值 , 即 得 


nl 


1 
>» Oi AZzi<C28NA 十 六 


对 于 任意 给 定 的 s>0, 取 定 一 个 N> 二 ,然后 取 8 一 1 于是, 当 A<8 时, 必 有 


sl 
>» i Azi<e， 
i=0 

La 


故 lim DD) wAri=0. 
0 


max|Ar .| 一 0 “一 
i i= 


所 以 ,函数 g(x) 在 [0,1] 上 可 积 . 
1 


[二 |， Z 天 0， 网 
【2196】 证 明 : 函 数 ro 了 在 闭 区 间 [0,1] 上 可 积 . 
0， 一 0 


证 首先 注意 ,函数 f(z) 在 [0,1] 上 有 界 , 其 不 连续 点 是 
1 1 1,...,1 


并 且 , f(z) 在 [0,1] 的 任何 部 分 区 间 上 的 振幅 w 委 1. 
任 给 se>0. 由 于 f(x) 在 [各 ,1] 上 只 有 有 限 个 不 连续 点 , 故 可 积 . 因此 ,存在 7>0, 使 得 对 [于 ,1] 的 任何 


分 法 ,只 要 maxiAzrr | 之 7 就 有 2)wrAxr 过 枉 . 显然 , 若 [a,8]C[L,1], 则 对 于 [a, 朋 的 任何 分 法 ,只 要 
max|Ax; | 二 y, 也 有 2 wrArr < 二 


令 8 一 min( 村， 起 ,. 现 设 0=m < <<zi<zi<…< 习 一 1 是 [0,1] 的 满足 maxlAr | 过 6 的 任 一 


7 一 1 


分 法 . 设 zw 委 汪 <xzo-: 由 上 述 , 有 2 ww Axi < 二 
又 显然 有 2 hri< 密生 
故 六 wi AZi 一 2 wi AXi 十 >») wi AXi <e. 
ml 
于 是 ， lim .27 mAzi 一 0. 
由 此 可 知 , 了 f(x) 在 [0,1] 上 可 积 . 
0， 工 为 无 理 数 ， 
2197 证 日 :水 雷 一 ‘En [ Ne 
【2197】 证 明 : 狄 利克 雷 函 数 X(Cz) 1， 为 有 理 数 在 任意 区 间 上 不 可 积 


提示 注意 wi = 1. 
证 “在 任意 区 间 [a ,所 的 任何 部 分 区 间 上 均 有 ww 一 1, 所 以 ，S) w 4Az, 一 一 <, 它 不 趋 于 零 . 因此 ,函数 


XC7) 在 La,5bj 上 不 可 积 . 
【2198】 设 隆 数 f(z) 在 [a,6] 上 可 积 , 且 . 
fr (x)=supf (x) (zi 委 z 魏 CH， 


其 中 zat (6a) im0 ln in 1,2,.). 
6 5 
证 明 : lim | fx) dr= | flx)dz. 


证 明和 思路 ”注意 f,(X) 是 不 超过 (n 十 1) 个 不 连续 点 的 阶梯 函数 ,因此 , 它 在 [a,65] 上 可 积 .于 是 ,有 


上 f(x) dzr— 上 rodz|< [fC2)— fr) ldz, 
从 而 ,命题 易 获 证 . 
证 f(x) 是 不 超过 nn 十 1 个 不 连续 点 的 阶梯 函数 ,因此 ,f(x) 在 [a,65]j 上 可 积 .于 是 ， 


b bp 站 
| fodr—| fndz|<| [f(r)— flr) ldr 


nl 并 nl a 
一 >| fC7) ofr) dr >| ”urdz= > waAzi 一 0 ( 当 max|Azi| 一 生 <--0 时 )， 
0 i i=0 9 Ti 1=0 
6 b 
了 lim | f(z)dz= | f(x)dz. 
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【2199】 证 明 ; 若 函数 f(x) 在 [a,6] 上 可 积 , 则 存在 连续 函数 mw (z) (n 二 1,2,…) 的 序列 ,使 得 在 a 和 <c 
< 委 0 时 
[ fC) dr= lim [ pu C2) dx. 


证 将 区 间 [a,6jn 等 分 , 设 分 点 为 


Q 一 和 < 人 < < rx" =b, 
即 zf 一 < 十 二 (一 0) (i=0,1,.,n). 


在 Ax" 二 [x ,Xj] 上 令 gu(Z) 为 过 点 [Fz 加 ,f(z 加 3)] 及 [zx4” ,FFGzgo)] 的 直线 , 即 当 zE[zP ,zf"] 时 , 令 


i 
zx 
ZX — ze 


gu (XT)= f(x ) 十 [fzx™)— fx)], 


则 gp (xz) 是 La,5j 上 的 连续 洱 数 ,因此 , 它 是 可 积 的 ， 
若 令 mi” ,Mi，” 及 wi 分 别 表示 函数 f(z) 在 [zf ,zf ] 上 的 下 确 界 ,上 确 界 及 振幅 , 则 当 zE[zP， 
xp ] 时 ， 
mm" gD EM mr Ef ELEM", 
从 而 ， [9 (x) — f(r) | Row". 
于 是 , 当 c 委 c 委 2 时 ， 


ec ec c 6 
| Fezdz- | podz|<| lfcpD 一 mcCzldzs | | f(z) — p(x) |dx 


Cn) 


一 >», 17(z) 一 和 (z)1dz< 2) wr Ar™. 
i=]™ 一 


由 于 f(x) 在 [a, 刀 上 可 积 ,因此 , 当 max|4zf" 1 一 2 -=0 时 , 必 有 


n 
> w Az" —0. 


i=1 


由 此 可 知 | cpdaz=im [pox)dz (a&e<b). 
【2200】 证 明 : 若 有 界 的 函数 f(x) 在 闭 区 间 [a,5] 上 可 积 , 则 其 绝对 值 | f(x)| 在 [a,6] 上 也 可 积 , 并 且 
上 rodz|< | [f(z) 1dz. 
证 朋 思 路 设 z 及 xz” 为 区 间 [zi,zir1] 上 的 任意 两 点 , 则 由 
[Fz 9 1F 011 | S10) fa 
可 知 ,函数 | f(x)| 在 [zi ,xir1] 上 的 振幅 wi 不 超过 f(z) 在 该 区 间 上 的 振幅 wi ,因而 ， 


nl 


nl 
> wr Axi D) wi Ari>0, 
i=0 


即 函 数 |f(zx)| 在 La,6j 上 可 积 ， - 
其 次 ,由 一 | f(z)| 志 f(z) 志 |f (zx)| ,命题 易 获 证 . 
证 对 于 区 间 [xi ,zi+1] 上 任意 两 点 x 及 x ,总 有 


Fea) II)1 | <I) -fa)1, 
所 以 ,应 数 | 了 (x)| 在 [xz; ,Tir1] 上 的 振幅 wi 不 超过 f(x) 在 此 区 间 上 的 振幅 wi ,因而 ， 


La | 


| 
>) wi Azi 委 >» Ui AXxi:—0， 
i=0 


即 | f(z) | 在 [a,6] 上 可 积 . - 
其 次 ,因为 一 | 了 Ca)| 志 fCz) 志 1fCz)1, 所 以 ， 


b b b 
-| fr)ldz< | fndz< | | fez) 1dz, 
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即 | Fendz|<| | f(z) 1dz. 


[2201】 若 函 数 /(z) 在 闭 区 间 [a, 纪 上 绝对 可 积 , 即 积分 | 17(z) dz 存在. 这 个 函数 在 [a, 执 上 是 否 


为 可 积 函 数 ? 
1， XZ 为 有 理 数 ， 
提示 不 一 定 可 积 .例如 ,函数 7CZD 一 | 为 无 理 孝 . 
解 ”一般 地 说 ,不 .例如 ,函数 
/en=| 1， 并 为 有 理 数 ， 
一 1， >z 为 无 理 数 . 


|f(zx)|=1, 它 在 [a,61 上 连续 ,因此 , 它 在 [a,5j] 上 可 积 .但 对 于 函数 f(x) 而 言 ,在 La,6j 的 任 一 部 分 区 间 上 
wi 二 2; 所 以 ， 


2 一] 


>») [2 Azi 一 2(00 一 a)， 


它 不 趋向 于 零 . 于 是 ,函数 /(z) 在 [a, 执 上 不 可 积 ，. 

【2202】 设 函 数 P(z) 在 闭 区 间 [A,B] 上 有 定义 并 连续 ,函数 F(z) 在 [a, 拉 上 可 积 ,并 且 当 ea<z<o 时 
4 委 Fz) 过 B. 证 明 : 函 数 p [f(z)] 在 [a,5] 上 可 积 . 

证 任 给 e>>0, 根 据 函 数 p(z) 在 [4A,B] 的 一 致 连续 性 ,存在 7>0, 使 得 在 [A,B] 中 长 度 小 于 wy 的 任 一 


闭 区 间 上 ,函数 9 的 振幅 都 小 于 Zp :用 QQ 表 p(z) 在 [A,B] 上 的 振幅 .由 f(x) 在 [a,6j 的 可 积 性 知 , 必 有 


3>0 存在 ,使 对 [a ,的 的 任 一 分 法 ,只 要 max|Ax|<6, 就 有 5 (Az< .wr( 有 ) 表 f(z) 在 [xi,zit1] 


上 的 振幅 ). 
下 证 对 [a,85j 的 任何 分 法 ,只 要 max|Axi | 过 8, 就 有 


nl 


之 wi (9(f))Ari <e. 


事实 上 ,将 诸 区 间 [x, zit ] 分 成 两 组 ,第 一 组 是 满足 w(f) 二 7 的 (其 下 标 以 “i” 记 之 ), 第 二 组 是 满足 
wi( 用 ?的 (下 标 以 “这” 记 之 ). 于 是 ， 


了 


2 wf Az: = > wr (gC)Azre 十 > wr (pAre gp > Azrvr +Q > Azr， 


i=0 


但 萝 > 之 wf)Azx; = > wr (fAzr 十 > wr(f)Arr 之 > wr (Arr > > Azr， 
nl 
于 是 ， 2 wi(p(f) Ar < ga 
由 此 可 知 ,gLf(x)] 在 [a,8] 上 可 积 . 
【2203〗 若 函 数 f(z) 及 g(x) 可 积 , 则 函数 f[g(z)] 是 否 也 必定 可 积 ? 


€ 
(b—a)+Q 20™* 


0， 0， 
解 题 思路 “不 一 定 可 积 . 例如 ,函数 Fo= |， 0 p(x) 为 歼 要 函数 (参阅 2195 题 ). 并 利用 2197 
3 zx 


题 的 结果 . 


解 ” 不 一 定 可 积 . 例如 ,函数 AD= 人 7 > 及 p(z) 为 黎 曼 函 数 (参阅 2195 题 ). 它们 在 任何 有 限 
区 间 上 均 可 积 (前 者 不 连续 点 仅 为 原点 一 个 , 且 是 有 界 函 数 , 因 而 是 可 积分 的 ). 
但 f[y(z)] 二 x(x) ,利用 2197 题 的 结果 得 知 , 它 在 任何 有 限 区 间 上 不 可 积 . 


【2204】 设 函 数 f(x) 在 闭 区 间 [A,B] 上 可 积 ,证 明 ; 函 数 f(x) 有 积分 连续 性 , 即 
lim | [f(rth)— fr) ldr=0, 


其 中 [a,6]C[LA,Bj. 
证 证 法 1: 
不 妨 设 A<a, 5<B. 由 于 f(z) 在 [A,BJ 可 积 , 故 对 任 给 e 之 0, 存 在 7>>0, 使 对 [A,B] 的 任何 分 法 ,只 要 
max|Azx; | 二 y, 就 忆 有 
DY) wi Ari<e; 


显然 , 对 [A,Bj 的 任 一 子 区 间 [A',B"] 的 任何 分 法 , 只 要 max|Axz | 一 7, 也 有 
D) wi CP Arr <e. (1) 
今 设 0<h<6-min{ 卫 ,<) ; 则 对 于 刀 , 存 在 正 整 数 x 二 n(h) ,使 有 a 十 (2n 一 2)h<b<<a 十 2nh 之 a 十 
(2n 十 1)h<B. 用 w 表 f(x) 在 [a 十 访 , a 十 (i 十 2)hj 上 的 振幅 , 则 


2r 一 1 


|FCz 十 有 一 FCz)1dzs Dwnh 
1 


aa 十 (二 1) 下 


四 c++2 珊 | 
[ftw-fnld< TY fetid > | 
© “ i=0 


a 十 沁 
1 nl 
wa2h 十 了 之 ) wer12h. 
i=0 


显然 ，》) wzi2h 是 对 于 区 间 [aya 十 2nh] 的 分 法 a 过 a 十 24 之 a 十 包 过 … 之 a 十 2nh 所 作 的 (1) 式 中 的 和 ,而 


n—] 


2 wzir12h 是 对 于 区 间 [a 十 ha 十 (2n 十 1)h] 的 分 法 at+h<at3h<at5h< <a 十 (22 十 1) 所 作 的 (1) 
式 中 的 和 . 故 


n—l 


ol 
D) wai2h<e, >) wri2h<e. 


， i=0 i=0 
从 而 ， | [f(zth) fer) ldr< s+ =e. 
看 
由 此 可 知 um | [f(zxth)— f(xr)|dr=0. 
b 
同 理 可 证 dim | [f(zi+h)— fx)|dr=0. 
于 是 ， lim| f(x+h)— f(r) |dr=0. 


证 法 2: 
由 2199 题 的 结果 可 知 :对 于 任意 给 定 的 se 之 0, 由 于 f(x) 在 [A,B] 上 可 积 , 故 存在 [A,B8] 上 的 连续 函数 
p(X) ,使 
[ 17(z) 一 p(z)1dzr<< 二 . 
由 于 Y(z) 在 LA,B] 上 一 致 连续 , 故 存在 6 汪 >0, 使 当 |x 一 xz*|<8 (x’ EL[A,B], x*E[A,B]) 时 , 恒 有 
vy 及 [3 
[p(x ) 一 PCZ )j <a ay: 
于 是 , 当 |h|<<8 时 ， 
| [feztp -fon laze| [fCzth) — g(rt+h) | drt [ [gzx+h) — g(x) | drt | [fx) — p(x) 1dr 


B b 
<2 |， 一 pz)1dz+ | lg(z+h) -pcr) 1dr<2 + (ba) —e. 


故 lim| IfCz+h)— f(r) ldr=0. 
【2205】 设 函 数 F(z) 在 闭 区 间 [a, 执 上 可 积 ,证 明 ,等 式 
| 产 coadz=o 
当 且 仅 当 对 属于 闭 区 间 [a,6] 内 函数 f(z) 连续 的 一 切 点 有 f(x) 二 0 时 方 成 立 . 
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证 ” 先 证 必要 性 : 
采用 反 证 法 . 设 f(z) 在 点 z 连续 ,但 f(xo) 隆 0, 则 存在 8>0,[zxo 一 6,xo 十 人 Cfa, 四 ,使 当 |zx 一 zo 1 所 6 时 


|f(z) > 


f2 (xo) 


I ™ 2 
从 而 ， [fndz> | fr dr> 23= 2 S22 >0. 
a 四 一 一 一 一 一 


这 与 假设 [f(adz=0 矛盾 . 


再 证 充分 性 : 
也 即 要 证 ; f(x) 在 [a,5j 上 可 积 条 件 下 ,假设 f(x) 在 一 切 连续 点 ze 上 均 有 f(xo) 二 0, 则 必 有 


| f(x)dzx=0., 


证 明 分 两 个 部 分 .第 一 ,首先 要 指出 当 f(x) 在 [a,6bJ 上 可 积 时 , f(x) 的 连续 点 在 La,5j] 中 必定 是 秽 密 的 . 
此 处 所 谓 “ 币 密 ” 性 是 指 : 对 于 任意 区 间 [a,8]CLa, 引 ,总 存在 一 点 zeE [asB8j, 使 /(z) 在 z 连续 .第 二 , 利 
用 假设 ,并 借助 于 稠密 性 ,可 证 得 充分 性 . 

现在 先 证 第 二 部 分 :由 f(z) 在 [a,56]J 上 的 全 体 连续 点 X 的 稠密 性 以 及 当 xo EX 时 有 f(zo) 王 0 的 假设 . 


即 知 ,对 于 区 间 [a, 妇 的 任 一 分 法 , 均 可 适当 地 取 x. 过 之 ze1, 使 fC) 一 0, 从 而 积分 和 3) /*(&)Ax, 一 0. 
由 此 ,再 注意 到 f*(zx) 在 [a,] 的 可 积 性 , 便 有 


网 nr 一 ] 
| rcpadz= tim Ce)Ar 一 0. 


max Ar; 一 0 i=0 


如 今 再 补 证 第 一 部 分 :应 当 首 先 指明 , 若 /z) 在 Le,6] 上 可 积 , 则 对 任 给 的 e>0, 总 存在 [c,p] 的 子 区 间 
[a ,8 ”] ,使 得 振幅 
s(a ,PB )<e. 
事实 上 ,如 果 上 述 结论 不 成 立 , 则 存在 一 个 se>0, 使 对 于 [ae 由 的 任意 分 法 ,有 
> aiAzi 之 eg > AXx=e0 (PB—a)>0, 


这 与 f(z) 在 [a,8j 可 积 矛 盾 , 因 此 ,结论 为 真 . 


今 取 [La,B8j] 为 [al ,bj. 由 于 f(z) 在 [Lal 十 和 于, 扩 一 和 全] 上 可 积 ,区 存 在 区 间 [as,b]CTfa 十 


2 全 -cr ,b1j ,使 wLaz ,hh]< 方 ， 同样 ,存在 区 间 


b 一 
22, ps — 2 了 天]Cr[as ,bz], 


[as ,6; |CLaz 十 和 二 


使 [as ,加 ]<< 寺 .这 样 继续 下 去 ， 得 一 串 闭 区 间 [a, ,六 ](n 一 1,2,3，) ,满足 
Q 一 4G1 <a< a < <h =B, 


并 且 六 一 < 二 拓 ->0， wfan sb]<< 工 (一 1,2,3，…)， 


2"— 
由 区 间 套 定理 , 诸 [a. ,b, ] 具 有 了 唯一 的 公共 点 c. 显然 a 过 c<<b,(n 二 1,2,3,…). 下 证 f(x) 在 点 < 连续. 


任 给 。>0, 取 正 整 数 m 使 加 之 二 .再 取 8>0 使 (c 一 8,c 十 CC[a, ,bo J 于 是 , 当 |z 一 c|<8 时 , 必 有 有 


1f (2)—f (ONSole, 1b, 1< 1 <e. 
no 


故 f(x) 在 点 x 二 c 连续 . 到 此 ,充分 性 证 毕 . 
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§ 2. 利用 不 定 积 分 计算 定 积 分 的 方法 
1” 牛顿 一 莱 布 尼 芯 公式 ”车 函数 F(z) 在 闭 区 间 [a, 纪 上 有 定义 且 连 续 ,F(z) 为 它 的 原 函 数 , 即 F(x) 

二 f(z), 则 
| reopdz = F(CD) 一 Fa) = F(x) | ” 


当 f(z) 之 0 时, 定 积分 f(z)dz 在 几何 上 表示 由 曲线 y 一 /(z) ,OX 轴 及 委 


直 于 OX 轴 的 二 直线 z= 二 a 和 x 二 5 所 围 成 的 面积 S( 图 4.1). 
2” 分 部 积分 法 ” 若 函 数 f(x) 和 g(x) 在 闭 区 间 [a,6] 上 连续 并 有 连续 导数 
f(x) 和 和 g(x)( 即 f(x),g《z)ECD (Ca,5)), 则 


6 pl 
| repeczdz = FCz)g(CZz) | -| gz)f (zx) dz. 4.1 


3” 变量 代 换 车 ;(1) 函数 f(z) 在 闭 区 间 [a,5] 上 连续 , (2) 沙 数 p(t) 及 其 导数 g'(1) 丝 在 闭 区 间 [a,p] 
上 连续 ,其 中 4 二 g(a) ,6 一 p(B);(3) 复 会 函 数 f[Lgp(i) 在 闭 区 间 [La,8] 上 有 定义 并 连续 , 则 


| f(a [ftp ar 
利用 牛顿 一 莱 布 尼 葬 公式 , 求 下 列 定 积分 并 绘 出 对 应 的 曲 边 图 形 面 积 : 


8 3 了 
【2206】 | WVzdz， 
一 
8 3 3 4 ? 1 
解 [ 汉 dz 一 卫 革 | = 二 (图 4.2). J 
1 _， 
O 8 x 
[E2207] | sinzdx.。 
0 
. 图 4.2 
解 站 sinzdz= 一 cosz 一 2 (图 4. 3). 
0 
站 


图 4.3 


dz 
1 十 并 “ 


VS 
【2208]】 | 
户 


3 
一 全 (图 4. 4). 


V3 


V3 

解 | earctanz 
二 1 十 
V3 


dz 
MT 一 2 


1 
【2209】 全 
本 


1 

1 1 

dz ; D9 

解 上 rein | 二 二 (图 4.5)， 
一 证 /1— x? - 3 


* 本 节 个 别 题 是 收敛 的 广义 积分 , 仍 按 此 公式 计算 .一 一 (题解) 作者 注 . 


sh2 dz 
520 | i= 
=In(zx+ Vli+zx ) 


sh2 


一 arshz 


sh1 


外 |，- 知 二 


2 
[2211] [ |1—zldx. 


2 
解 fn zldz= | (1—z)dz [ (1 一 dx 一 1 (图 4.7). 
0 0 
dz 


1 
[E2212] | Tarecosa tl (0<<a<<r). 
1 
1 dz Ll 工 一 COsa 
解 | xiazcosa Ti 一 sinaerctan sina _， 


一 去 [arctan ( tan 总 ) 十 arctan ( cot 子 ) ] 


= 二 -1 总 +aretan| tan( 圣 一 名) |} 一 2 (图 4.8). 


sina 2 2 2si 
注 以 下 图 形 从 咯 . 
【2213]】 1 于 (0O<e<1). 
解 邻 tan 堪 至 一 沁 并 记 一 人 /了 E* 则 有 


| 二 dlat) _ 2 
TFecosz™ ce 1 十 (ab VI—er 


arctan(atan 部 ) 十 C， 


nx-—0 2r 一 0 
dz -2 工 工 一 2x 
故 [ ITecosz™ Te [aretancatan 2) ， 十 arctan(atan 2) | /I= 
1 
[2214} | dz Clal<1,16|<1, ab>0). 
-1 Vl—2azxtai)(l—2bzx+b) 


解 ”在 公式 


| 1_ln|Az 十 2 +VA VA BzFC|+C" 
AAA A A 


中 , 设 Az: 十 Bx 十 C= 二 (1 一 2azx 十 a?)(1 一 265zx 十 如 )， 两 端 求 导数 ,得 
Az 十 如 一 一 61 一 2az 十 a) 一 a(1 一 25r 十 包 ). 


由 此 推 得 , 当 z=1 时 ,在 对 数 符号 下 的 表达 式 的 值 为 
一 a(1 一 急 2? 一 上 1 一 a)2 十 2 Weab(1 一 a)(1 一 急 一 一 (Ma 一 8)2(01 十 Wa5)2， 
而 当 Z 一 一 ] 时 ,得 到 值 一 (Ya 一 V6)? (1 一 Vab)’. 于 是 ， 


1 dx n 1 二 > 
-1 WII 一 2az 十 az(01 二 25z 干 严 ) -= 充 —Vab 
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x*) 利用 1850 题 的 结果 . 
dz 


各 
【22151 | a? sin r+b:cos’z (ab#0). 
提示 利用 2030 题 的 结果 . 
1 |altanz 到 __X 
解 rr Laretan 人 18| ) 21|a8| 


x*x) 利用 2030 题 的 结果 . 
【2216】 对 于 下 列 定 积分 : 


dz 2 sec? zdx 1 d 1 
| 全 ; (2) | 2 C3) | (aretan 二 )dz. 


说 明 为 什么 运用 牛顿 一 菜 布 尼 茨 公式 会 得 到 不 正确 的 结果 . 
解 (1) 若 应 用 公式 得 


' dz_ 
-1 zx 


二 一 2<0. 


这 是 不 正确 的 .事实 上 ,由 于 函数 f(z) 二 二 5 >0, 所 以 , 当 积 分 存在 时 ,其 值 必 大 于 零 . 原因 在 于 该 函数 在 区 


间 [ 一 1,1] 上 有 第 二 类 不 连续 点 x+ 二 0. 因而 ,不 能 运用 公式 ， 
(2) 若 应 用 公式 得 


2r sec: xdzx tanzx 

| 2+tan’z = 房 sewan( V2 )| 一 0 
但 ec 二 志 ->0, 故 积分 车 存在 , 必 为 正 .原因 在 于 原 函 数 在 [0,2] 上 x 一 了 于 ,x 一 六 为 第 一 类 不 连续 点 , 故 不 
能 直接 运用 公式 . 


(3) 若 应 用 公式 得 


1 
| 2 (arctan 一 ) dz 一 arctan 一 


这 是 不 正确 的 . 因为 太 (arctan 二 ) 一 一 [二 一 0， 所 以 ,积分 值 必 为 负 . 原因 在 于 原 函数 arctan 工 在 一 0 
为 第 一 类 不 连续 点 , 故 不 能 直接 运用 公式 . 
[2227 求 | 二 ( 
解 我 们 有 
1 d 1 0 dd 1 1 d 1 1 
| 去 (远郊 )4- | 在 (TT )dz+ | 在 (TT ) r= 


注意 被 各 函数 并 d (i 


这 到 jd 


TT ) 显 然 在 一 0 不 连续 ,但 易 知 


加 (二) 


故 I 二 0 是 可 去 不 连续 点 . 六 人 村 全 入 本 汤 数 在 x 一 0 时 的 值 为 0, 则 被 积 函 数 在 整个 [一 1,1] 上 都 是 


连续 的 ,从 而 ， 积分 | 是 LT ) dz 存在 . 以 后 ,凡是 被 积 防 数 有 可 去 不 连续 点 的 情形 ,我 们 都 按 此 法 处 


1 让 1 十 2t+ 
理 ,理解 为 连续 函数 的 积分 ,另外 ， 
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-»d 1 . 1 
y -一 dz 一 lim 一 一 一 
应 理解 为 | 去 ( 2 i ) = lim | (TF ) tl | 


以 后 ,凡是 定 积分 存在 而 原 函 数 有 不 连续 点 的 情况 ,都 按 此 理解 ,省 去 取 极限 的 式 子 , 但 应 理解 为 取 极 限 的 
结果 . 

【2218】 求 | Vi—cos2xdz. 

提示 ”在 每 一 个 区 间 [(k 一 1)x,krx] (二 1],2,…,100) 上 积分 ,再 相 加 . 

解 | vieszzdx= 2 六 Vedr= > Vi zdr—100V2 | sinzdr—200VZ. 


= 上 上 
3 


利用 定 积 分 求 下 列 和 的 极限 值 : 
【2219】 lim (去 + 三 + ) 
解 ”这 是 和 的 极限 ,该 极限 即 为 函数 f(z) 二 z 在 区 间 [0,1] 上 的 定 积分 . 事实 上 , 捕 数 f(x) 二 x 在 


[0,1] 上 是 连续 的 . 因而 可 积分 . 这 样 便 可 将 [0,1jn 等 分 ,并 取 & 为 小 区 间 的 左 端 点 ,这 样 作出 的 和 的 极限 
就 是 题 中 所 要 求 的 极限 . 于 是 ， 


. 1 
各 (到 


以 下 各 题 不 再 说 明 . 


【2220】 lim (二 十 村 5 十 … 十 于 7) 


一 一 -一 十 … 十 一 一 一 


解 lim 2 二 sin ef be Loewe, 


p p 
£2223】 lim TT (p>0). 


. zl PP 1 
外 lm 2 ( 记 ) 十- 上 rd- 寺 
.1 1 2 n 
【2224】 lim 一 | /1 十 二 十 \ 站 十 二 十 … 十 \ 门 十 也 |. 
no n n n 


Ml > 1 
lim 2 二 V1+ 二 一 [ VITzdr= 了 (2V2—1). 


【2225】 lim Ye 1 
解 ”由 于 
limin Ma in [( Ini) nlnn ]—lim (Im 二 二) 一 | lnzdz”， 
= lim Inzdz 一 lmz(lnz 一 1) 一 1， 


€ 
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从 而 ， lm 全 
* ) 参看 后 面 2388 题 . 
[2226] im [D(ateess) | 


解 lim [> ) | -=| flat (6—a)zldr—p Ls | fx)dz. 
弃 掉 高 阶 无 穷 小 量 , 求 下 列 和 的 极限 值 : 
[2227] lim| (1+ 二 )sin 瑟 + (1+ 半 )sin 开 t+ (+ sin | 


解 ” 由 于 对 一 切 《 二 n,3 二 n 有 


- 1 
一 e 一 一 . 
e 


0 < 每 sin 等 <tan 笃 -sin 等 <tan 笃 (1 cos 等 )< (1 cos 笃 )< 
n n n n cos kr n 
ml rr] 
从 而 ， 0 委 (+ 二 ) ( 笃 -sin 等 )< > (1 二 二)2tr(1 s TE )<2r(1—o0s E 
pr n n | n/n n 
"1 La nl 
于 是 ， lim >) (1+ 专 )sin 每 =tim 汪 (+ 过 ) 笃 —lim >) (1+ 专 ) (每 ~sin 冬 
"f=] 并 
1 < 71Ar ken [ 2 Bn 
lim= 和 2 (a )= (十 工 )dz 一 地 
【2228J limsin nS 
or t=1 Te 
解 由 于 sin 二 一 二 (1 十 wo)， 式 中 lima, 一 0. 于 是 ， 
1 . x 所 1 .XA 1 
limsin = >») 一 -一 一 一 lim(1 十 ao ) 一 2) 一 下 (9 芭 2) 一 一 一 
WE 2 十 cos A 的 ”ks1 2 十 cos 2 1 2 十 cos < 
tan 瑟 1 
一 工 
=x|. 元 坚 一 一 二 actan 人 万 ) 5 
》 VC 二 向 CCz 十 有 十 1) 
【2229】 limc (zr>0). 
有 n 
解 ” 由 于 


0 (z+ 和 ) (z+ 全!) 一 (z+ 万 )= 


于 是 ， 


meoo n . mo0 和 


Poo 


1 2 如 
【2230]】 im( 2 2 ) 


1 1 1 
解 由 于 0< 地 I ARTED < 二 ， 故 


一 嘉 5 一 全 一 0 (n>o0). 


0< 工 > 2 > 


Dr 


ne-o0 7 


ee 1 和 ”orz 
于 是 ， lim >) ( ] -中 im > 2 2 dz 


der d fe. dre. 
〖2231】 求 : 各 | sinzdr， 晤 | sinzdz, 品 | sinz’dz. 


df. ， d fr ., ， df ， df 2 
解 S| sinz dz 一 0， Esinz dz= 一 是 | sinz dz 一 一 sina ， 镶 | sinz dzr= sinb’. 


d f= dt dd fe 2 
L2232】 求 ， 站 viTzd (9) 瑟 3 | eos) de. 


2 
解 (1) 4 v1l+te di= ( | v1 Pd ) 二 dr ) 一 2z v1l+zr’; 
dzj (a 
dl dt dF dd /dr ad 
2 Vitr dzJ2 Vitr dr 人 
_d d 3 zz ， 


Qo re a 
dz a) J Vitr az™) re A Vi Vi 去， 


COS 0 Coar 
(3) 4 | cosCnt’ )dt— 4 | pa | cosCnt? dt 
dz J sinr dz J sinz dz Jo 


(2) 


2 ， dsinzy | cosGre dt YP Hes | cos(ne)d 
一 一 coszcos(rsin2zz) 一 sinzrcos(rcoszZ) ”一 (sinz 一 cosz)cos(rsin2 工 ). 
*) cos(xcos: x)=cos(x— nsint x)—= ~— cos(nxsin xz). 
【2233】 求 
I 工 EE 2 2 
| cosr’dz | 《arctanz)2 dx (| er dz) 
(1) lim 一 一 一; (2) lim 一 -一 ; (3) lim 2 
-0 并 十 oo ‘Ti 二 1 rt | e222 dz 
站 


提示 利用 洛 必 达 法 则 及 变 上 限 积 分 的 求 导 法 则 . 


| cos dz 
解 (1) lim 2 一 limcosz2 一 
0 
了 2 
| (arctanz)2 dz -1 (arctanz)2 _ x 


.J _ 
42) lim VT nz 4 


(3) lim 


Xx+oo 2r2dr Xoo e2z 工 -十 co ez + re Ey 


f2234】 证 明 : 当 x>oo 时 ， 上 o dz 于 
提示 。 利用 洛 必 达 法 则 及 变 上 限 积分 的 求 导 法 则 . 


~. , 1 ， 
证 由 于 lim -一 一 lm 一 一 一 一 1, 所 以 , 当 zco 时 ,| edz ~ 和 
27° -过 
[i Vtanz dz 
【2235】 求 lim 总 一 
| Vsinzdr 


Sinr 
。 上 My tanzdz m tanksinz) (sinz) ) (sinz) . tan(sinz) sinx tanz 
解 lim 天 一 一 = lima / 一 一 一 一 一 一 一 一 一 lim cos:x=1. 
LD fin VE Jim， /sinCtanz) (tanx)’” +0 sinz tanz sinr(tanz) +0 
S 
0 


【2236】 设 Az) 为 连续 正 值 函 数 , 证 明 : 当 z 之 0 时 ,函数 


| zeod 
2(Z) 一 
ru 
递增 . 
证 首先 注意 ， lim (7)= lim HS =0, 故 车 规定 p(0) 二 0, 则 g(z) 是 zx 之 0 上 的 连续 函数 .因为 
y (x) = zf{zFcz) | Fod 一 Foz) [afl dt) — ;| cz-57ode>o 
(| fa) ' ' Te 可 
o 
(x>>0)， 
所 以 , 当 x 之 0 时 ,函数 g(x) 递增 . 
【2237】 求 : 
Ce 
2 2 0 委 魏 1， 1 T, 0<7<L, 
(1) | fir)dr, 设 了/( )=| (2) | f(z)qdzr, 设 f(z)=4 1 一 
|e ™ 7 2 一 Z， 1<z 魏 2; je 设 Arz {i ~ 委 1 
2 1 2 2 _5 
解 GD) | flx)dr [ zx dz 十 [ (2 一 z)dz 一 6 


1 


(2) | fCx) dzr= [ zdz 十 [ :1 . 
【2238】 和 全" 二 作出 这 鼎 积 分 对 参数 "的 函数 关系 1 Ce) 的 图 像 


1 x :nn2 
(1) 1= | 一 ; 一 | sinz ， Sinrdzr 
) ， zx|x—aldz (2) I ,TDacour dz (3) 了 一 让 


解 题 思路 〈1) 分 别 就 v<<0,0 生 sa< 委 1 及 o>>1 三 种 情况 求 积分 . 

2) 分别 就 |a| 委 1 及 |e|>1 两 种 情况 求 积 分 ,其 中 当 |a| 之 1 时 还 要 利用 2028 题 (1) 的 结果 ， 
(3) 分 别 就 |o| 委 1 及 |au| 之 1 求 积分 . 

解 (1) 分 三 种 情况 : 


(1 ) 车 s<0, 则 [一 [ X(T—a)dr=— 一 ; 
0 3 2 

(ii) 车 w>l, 则 [一 [ za— zdr=2 1, 
6 2 3 

CW) 著 0<a<1, 则 1= zo-z)dz+ zc-odz= 邱 - 


于 是 ， 


oarl 
2 十 了 
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1] a 
3 2 多 a <<0， 
3 
| zr-aldz=/ 人 一 和 + 小 ,0<a 过 1，( 图 4.9) 
3 2 3 
a_l 
2 3 9 oa 之 1. 
(2) 分 两 种 情况 ; 
(1) 车 |a| 志 1, 则 图 4.9 
sin2 工 1 [* 4a: (1—cos:x)dzx 


1 一 | TFaocosrTa dt 10 J C14)+2acosz 
-1 ™ [C1+a’)’—4a’cos z+ [do — (+oe) lg, 
4a2 Jo (1 十 @?) 十 2acosz 
-Lf 2)— -25 下 dz 
4 | [Qe ) 一 2acosz]dz 4a2 o (1 十 ao ) 十 2acosz 


Qe . 一 2 arctan( /1 2 tan 
4a2 1—o 1 十 只 十 2c 2 


= [CGI 二 az)z 一 2asinz] 


0 


(i) 车 |a| 之 1; 则 同上 述 情况 类 似 有 


JT-Qtadr (we 一 02 2 tanl, /Te -2 x) Qtadr Qa)r_ x 
4a2 4a2 a:—1 1+a:++2a 2 。 4a? 4a2 2a2 


.2 d 到 ， |c| 委 1， 
sin2zdz _ 
于 是 ， o 1 十 2acosz 十 吐 | i (图 4.10) 
2o2， lal>1. 


x*) 利用 2028 题 (1) 的 结果 . 


x d 1 ™ 2， lxj 委 1， 
(3) 一 一 = 一 ViITc 一 2xcosz| = » (图 4. 11) 
o wW] 一 2acosz 十 ao aa 0 Taf’ lal>1. 
了 


图 4. 10 图 4. 11 


利用 分 部 积分 法 公式 , 求 下 列 定 积分 : 
【2239]】 人 Ze "dz. 


ln2 ln2 
解 [ zerdz=—| zd(erz) 一 一 zerz 


[2240] [ xsinzdz. 
0 


x 


十 [ coszdzt= x. 
0 


0 


x 
解 | Sinzdz 一 一 Zcos 并 
0 


2x 
【22411 | Xx:coszrdz. 
0 


2r 2r 


2r 
-| eoszdz ) 一 4r. 
'o 


2x 2x 
解 | 2coszdz 一 X2sinr| 一 2 | zsinZzdz 一 2 (ze 
0 Jo 


0 0 


2242 了 + 二 llgz ldz. 


提示 将 区 间 [ 二 ,6] 分 成 [二 ,1] 及 [1, 志 J 


解 |, |lgx | dz 一 | (一 lgz)dz 十 [ lgzdz 一 ( 一 zigz| 
一 2G 一 二)lge 


1 
【2243 了 | arccoszdz. 
0 


1 一 上 


.十 lim 一 二 一 
e+0J0 A 十 和 


1 
解 | arccosrdx= xarccosz| 
[9 


V3 
【22443 了 3 | xarctanrdzx. 
0 


V3 在 V5 
二 Zarctanzdz 一 壮 守 arctanzx 去 [ 1 FE dz 一 了 rctanY3 一 是 去 arctanV3 
一 2arctan/3 —3 一 至- 次 
人 , 求 下 列 定 积分 : 


2245 
I 】 | - 4 并 
解 设 w5 一 4z 一 


I 


A 磁 

【2246】 [ za VE 一 dz (a>0). 
o 

解 ” 设 二 asinz, 则 


x 4 各 
| xX? We 一 Xi dr=a’ 上 sin’tcos’ tdt= 4 上 sin? 2tdt = 4- (: 一 二 sin4z) = 至. 
0 0 4 8 4 1 


0 


[2247] 广 dz 
oo (zt+1) Vt 
1 
提示 令 二 1 一 
解 设 : 一 -十 , 则 
0.75 dz 1 dz 1 1 1 1 十 V2 
Vi) | 
| CHD VE 及 1 / 原 
49 


【2248】 全 we 一 1]dz. 
解 设 Ve' 一 1 二 1, 则 
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1 


In2 ! 经 dt 式 
VE ITdz=2 | 二 号 一 2 一 二 2 一 也. 
[ er—ldz :| ep 2(t—arctant) ， 2 
2249 _arcsinVz | 
r22491 上 |。 dr 
解 ” 设 Vz 二 i, 则 
| -asd dz=2 | _arcsint di 一 (arcsint)2 一 至 . 
0 Vxr(l—z o V1 0 
l+x 
仿 7 一 上 二 
[2250】 令 z 1, 计算 积分 [ ,I dz. 
解 由 于 被 积 函数 是 个 机 数 , 于 是 ， 
o 
1 1+x?, ' + 二 | x 
| 1 十 dz 一 2 | rE 一 -dd im 2 | 2s 一 imVzarctan 万 、 万 
【22513 对 于 下 列 定 积分 和 代 换 zx 二 gp(2): 
! 一 1 ! dz ol, “_ dz _ = 
wf dx, t=x3; (2) | Ta A (3) | Tm tanx = £. 


说 明 为 什么 用 p(2) 代 换 z 会 引致 不 正确 的 结果 . 
(1) | dx 一 2. 但 若 作 代 换 二 x 了 , 则 得 


1 1 
| dz= 土 三 | 圭 dt=0. 
一 1 2 1 


其 错误 在 于 代 换 1 二 x 的 反 函 数 zx= 士 培 不 是 单 值 的 . 


(2) 上 Tarctanz 一 记 : 但 若 作 代 换 人 


一 1 


1 dz 
| 1 1 十 二 一 1 I 


于 是 得 出 错误 的 结果 : |， 工科 7 一 0. 其 错误 在 于 x 一 二 , 当 : 一 0 (0 属于 [一 1,1]) 时 不 连续 . 


TE 


(9) 二 此 二 大 于 堆 , 但 车 作 代 换 :二 tanz, 则 得 


一 0. 


0 


" = 上. 
， san 一 房 arctan(W2tanz) 


其 错误 在 于 :一 tanz 在 > 一 也 处 不 连续 . 


[2252】 在 积分 上 = 2TTazrdz 中 , 令 z 一 sint 是 否 可 以 ? 


提示 不 可 以 . 
解 ” 不 可 以 . 因为 sint 一 z 不 可 能 大 于 1. 


【2253】 车 在 积分 | Vi 一 Ydz 中 作 变 量 代 换 + 一 sint 时 ,可 否 取 数 x 和 各 作为 新 的 积分 上 下 限 ? 


提示 ”可 以 . 因为 满足 定 积 分 换 元 的 条 件 . 
解 ” 可 以 ,因为 满足 定 积分 换 元 的 条 件 . 事实 上 ， 


1 EE 2 本 
[ V1l—x’ dx 一 上 V1— sintd(sint) = 1cost|costdz 一 一 站 coszzdt 一 人 


【22S4】 证 明 : 若 郴 数 F(z) 在 闭 区 间 [a, 扫 内 连续 , 则 
[ flzr)dr= (6b—a) [ [La 十 (一 a)z]dz， 


工 
2 4 


提示 令 X= 二 a 十 (b 一 a)i. 
证 设 z=a 十 (6 一 a)t, 则 dx 二 (6 一 a)dz. 代 人 得 


2 1 
[ flx)dr= (6b—a) | flat+(6 一 a)tjdz， 即 | f(r)dzr= (6—a) | flat+ (6b—a)xjdzr. 


a2 
[2255】 证 明 等 式 ; [ (zz)dz= 计 | zz)dz (a>0). 


提示 令 x=Vt. 
证 设 x=VYi, 则 
a a2 3 dz _1 a2 = 2 _1 a? 
[ f(x?) dzr= [ pr zf()dt， 即 [ f(x)dz 一 访 [ zf(z)dz. 


【2256】 设 f(z) 为 闭 区 间 [A,B] 汪 [a, 如 上 的 连续 函数 , 当 [4 一 x,6 一 z]C[A,BJ] 时 ,求全 f(z+ydy 


d d fetr 
解 号 | rcz+ydy= 巧 | f(y dy=f(6+z) -f(ata). 
【2257】〗 证 明 : 若 函数 f(x) 在 闭 区 间 [0,1J 上 连续 , 则 
(GD fo fsinz)dz= | fleosz)dr; (2) 上 zsinz)dz 一 号 | Csinz)dz 
0 0 0 。 


提示 (1) 令 工 一 一 上 (2) 令 z 一 x 一 志 

证 (1) 设 子 一 :一 x, 则 dz 二 一 dt, 且 f(sinx) 二 f(cost). 代 和 人 得 
上 flsinz)dzr=— [ flcost) d= 0 flcost) di, 
0 各 0 


即 上 flsinz)dz= 上 JCcosz)dz. 
(2) 设 x 一 上 一 z, 则 dzx= 二 一 dt, 且 xf(sinx) 二 (x 一 t) f(sint). 代 人 得 
[ xflsinr)dzr=— [ Cx—D fsind d=—r | flsint) dt— [ tf (sint) dt, 
0 n 0 o 


即 [ zflsinz)dz 一 盏 [ flsinz) dx. 
【2258】 证 明 : 若 函数 f(x) 在 闭 区 间 [ 一 1, 吉 上 连续 , 则 
(1) 苦 函 数 jz) 为 偶 函 数 时 ， | Areepodz=2| flx)drs 


(2) 若 函 数 f(z) 为 奇 也 数 时 ， 人 readz 一 0. 


给 出 这 些 事实 的 几何 解释 . 
提示 〈1) 令 zx 一 一 上 (2) 同 (1). 
证 (1) 由 于 Fz) 为 偶 函 数 , 即 f(x) 一 了 (一 z),(rETL 一 4 人 ]). 于 是 , 设 z 一 一 忆 则 有 


上 
| ,f(z)dzr= 上 flr)dzt | fz)dzr=—— 人 fC(—z)d(—z)+ [ fendr 
一 一 一 0 


= 一 [ fdit [ f(x)dr= 人 fC dt 上 zydz=2 | fz) dz. 
其 几何 解释 如 下 ， 
由 于 f(x)=f( 一 xz), 故 它 的 图 像 关 于 Oy 轴 对 称 . 于 是 ,由 曲线 y= f(x), 直 线 x 一 一 1 及 x=1 所 围 成 
的 面积 为 由 曲线 y= 二 f(x), 直线 zx=0 及 Zz=! 所 围 成 的 面积 S 的 两 倍 (图 4. 12). 
(2) 由 于 f(x) = 一 f( 一 z), 设 z= 一 t, 则 


站 0 [ 0 了 
| f(z)dz=—— | fC(—zdzt | fz)dz= | fdt | f(r) dr=0. 
一 人 -i 0 i 0 
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其 几何 解释 如 下 : 
由 于 f(z) 一 一 f( 一 x), 故 它 的 图 像 关于 原点 对 称 . 于 是 ,由 一 ! 到 0 之 间 所 围 之 面积 ,与 由 0 到 /之 间 


所 围 成 之 面积 绝对 值 相 等 ,符号 相反 , 故 其 面积 的 代数 和 为 零 (图 4. 13). 


图 4. 12 图 4. 13 


【22s9】 证 明 : 偶 函数 的 原 项 数 中 的 一 个 为 奇 函 数 ， 而 奇 函 数 的 一 切 原 函数 皆 为 偶 函 数 . 
证 设 Fz) 在 [一 六 丫 上 定义 , 且 FCz) 是 FCz) 的 一 个 原 函 数 . 当 f( 一 zx) 二 f(x) 时 ,由 于 


一 一 站 = 一 dLF( 一 
7 一 二 F(z) 及 f(a) 7), 


有 姜 [FCz) 十 F( 一 z)] 一 0. 从 而 可 得 F(z) 十 F( 一 z) 一 Ci, 且 CI=2F(0). 于 是 , FCz) 有 一 个 原 函 数 


F(x) 一 F(0) 是 奇 函 数 . 
当 f( 一 +) 二 一 了 f(x) 时 ,类 似 地 可 得 F(x) 一 F( 一 +)==C2, 有 目 Cs 二 0. 于 是 ,F( 一 xz) 二 F(x), 即 f(x) 的 任 
一 原画 数 F(z) 十 C(C 为 任意 常数 ) 也 为 偶 函 数 ， 


x ) 如 果 f(x) 在 [一 1,1j 上 可 积 , 则 由 F.(x) 二 [ f(2)dt 十 C (C 是 任意 常数 ) 也 可 获 证 ,其 中 F(x) 
为 (xX) 的 全 部 原 函 数 . 


【2260】 引入 新 变量 :一 z 十 十 ,计算 积分 
|, (1+z—i )e ?dz. 
解 设 :=z+ 二 , 则 #2 一 4= (xz 一) ，z= 二 (VP 
于 是 ， | (1+z— 二 )e tdz=[ (1+2—i)e ?det J, (1+z— 1 )ertdz 
-人 G+ VE 一)ed| 壮 (t 本 a venDed| 坟 (Vit) | 


-4 (+ Va)e (1 十 -7) di 一 工 二 Qa- VDe (Ta)d 
-| “th [VFAde) +ed VE 二 了] 


=(Vr—4)e 


【2261】 在 积分 三 f(z)coszrdz 中 进行 变量 代 换 sinz 一 上 


2x 王 x Ei 3 
解 [ flx)cosrdr= 上 flx)cosrdz+ [三 fz)eoszdzt+ | flxz)cosrdz+ 此 flx)cosrdz. 
2 ™ 了 


在 右 端的 第 一 个 积分 中 , 设 sinx==1; 第 二 ,第 三 个 积分 中 , 设 sin(x 一 zx) = 二 4 第 四 个 积分 中 , 设 sin(2x 一 x) 二 一 i. 
代 人 得 
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x 0 
| flx)cosrdzr= | [flarcsint)— f(x— arcsint) jd 十 | [fC2xt+arcsint) — f(x— arcsint) ]dt. 
0 0 


1 
【22623 计算 积分 | [es(n 二 ) ] | (n 为 正 数 ). 
提示 令 x=e. 
/ ， 、 。 
解 [cos(In )] Si 二 22. 设 z 一 e…, 则 dz 一 一 e ‘dt, sin 一 一 3 一 esint. 代 入 得 


2n 
| | [cos( (nm 二 ) ] | dz 一 他 | sint| dt= > 全 | sinz | dt= >| sintdt=2*。 2n= 4n. 
er™ k=1"0 


xsinx 
【2263】 求 积 分 [ 1 十 cos? za 


提示 利用 2257 题 (2) 的 结果 . 


< rsinr _x {sin ?xr x 
解 | i 二 cossdz 一 2 Jo i 二 coszdz 2 [一 arctan(cosz)] 。 4 
*) 利用 2257 题 (2) 结 果 . 
、 _(Cz 十 1] 六 (Cz 一 1) 。 上 f(x) 
【2264】 设 人 7) 一 cz-=2) ， 求 积分 ji 十 产 (4 
提示 参看 2217 题 后 面 所 加 的 注意 . 
大 (z) z=—| f(x) [ f(x) 3 f(x) 
解 | +7 1 IFFCO ET ,THF CD dt ), THF CD 
0 2 3 
=arctanf(z) +arctanf (zx) | arctanf (xz) 
一 1】 0o 2 


一 (一 至 0) ”+( 一 至 -至 )+ (aretan 每- 一 至 ) 


一 arctan 浓 一 2r. 
<* ) 参看 2217 题 后 的 注意 . 
【226S〗 证 明 : 若 F(z) 为 定义 在 一 ce<z< 十 co 而 周期 为 工 的 连续 的 周期 函数 , 则 


a 十 了 了 
| f(r)dr= [ f(x)dz. 

式 中 a 为 任意 的 数 . 

提示 将 区 间 [Cava 十 了 ] 分 成 [a,0],[0,T] 及 [T,a 十 T], 并 在 积分 | f(z)dz 中 , 令 z=t 十 TT 

证 

‘at+T 0 了 atT 
[ f(z)dz= | flx)dz+ [ 大 CCz)dz 十 [ f(z)dz. 
对 上 述 等 式 右 端的 第 三 个 积分 , 设 x 一 TT 二:, 则 
三 f(z)dr= [ f(t+ TY dt= [ faz. 


于 是 ， 三 reopadz= 人 FGz)ydz。 
【2266]】 证 明 : 当 ”为 奇数 时 ,函数 
F(z)= 上 sinrzdzr 及 G(x)= 上 cos"™rdr 


为 以 2x 为 周期 的 周期 函数 ;而 当 为 偶数 时 , 则 其 中 的 任何 一 个 皆 为 线性 函数 与 周期 函数 之 和 . 
证 当 n 为 奇数 时 ,sin"z 是 奇 函 数 ,而 且 是 以 2x 为 周期 的 函数 . 于是， 


2r 2x 2rfz 
下 (zz 十 2r) 一 [ sin"zdzx= | sin"xdx 十 | sin"rdz 
0 ar 
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一 站 sin"(r 一 Z)dz 十 上 sin*zdz 一 0 十 [ sin"xdr= F(x) 
—x 0 0 
2x n 2x 
及 GCz 十 2r) 一 G(Cz) 十 | cos"zdz 一 G(CZz) 十 [ cos"zdz 十 | cos"™rdzx 
站 x 


二 GCz) 十 [ cos"zdz 十 [ cos" (zr) dr=G(z), 
0 [i 
从 而 得 知 :F(z) 和 G(x) 都 是 以 2r 为 周期 的 周期 函数 . 当 ”为 偶数 时 ,显然 有 
F(z+2r) 一 下 (zx) 十 全 sinezdz， GCz 十 2m) 一 GCz) 十 全 cos"z dx. 
0 


2x 2x 
但 因 | sinrz dz 一 [ cos"rdzr=a>0,， 
所 以 ,F(zx) 和 G(xz) 都 不 是 以 2r 为 周期 的 周期 函数 . 


设 Fi(z)= F(z)—aT， 则 
nt 


F(zx+27x)= F(zr+2n) 一 兰 (z 十 2z) 一 F(z) 十 ae 一 和 zx 一 a 一 FE(Oz) 一 全 xz 一 FFCz). 
Li 2r 2x 
即 F(x) 是 以 27 为 周期 的 周期 函数 ,而 
F(x)=Fi(z) 二 x. 
2r 


所 以 ,F(x) 为 周期 函数 与 线性 函数 之 和 . 
同 理 ,可 以 证 明 G(z) 也 是 周期 函数 与 线性 函数 之 和 |. 


一 般 地 , 当 Cz) 为 周期 函数 时 ,可 以 证 明 ,函数 F(z) 一 | f(z)dt 可 表示 成 线性 函数 与 周期 函数 之 和 . 
【2267】 证 明 : 若 f(z) 为 以 了 为 周期 的 连续 的 周期 西数 , 则 函数 
FD=| fondz 


在 一 般 的 情形 下 是 线性 函数 与 周期 等 于 工 的 周期 函数 之 和 . 
证 明 思 路 “注意 

十 了 I 

F(x+T)—F(z)= | f(x) dz= | 


0 


” pcx)dz 二 KK (K 为 常数 ). 


当 KK 一 0 时 , 则 F(z) 为 一 周期 函数 , 当 K 关 0 时 ,可 令 pLzx) 一 F(z) 一 从 ,只 要 证 明 p(X) 是 以 T 为 周期 的 
周期 函数 . 
证 因为 F(z)=| f(xydz, 所 以 ， 


FCz 十 门 一 FCz) 一 三 fx) dz. 
又 因 f(x) 是 一 周期 为 全 的 连续 函数 ,所 以 ， 
tT xz0 十 工 
| f(z)dz= | f(r)dr=K. 


于 是 ,F(x 十 T) 一 F(x) 二 K. 
如 果 天 一 0, 则 F(z) 为 周期 等 于 本 的 周期 函数 . 


如 果 天天 0, 可 考虑 函数 g(x) 一 F(x) 一 至 =, 则 因 


g(x 二 了) 一 F(z 十 TD) 一 葵 (z 二 T=F(z 寺 TD) 到 zx K=F(zx) zg), 


所 以 ,p(x) 为 以 了 为 周期 的 周期 函数 ,从 而 ,F(z) 一 p(z) 十 到 Zz， 即 FEGz) 是 线性 函数 与 周期 等 于 T 的 周期 
函数 之 和 . 


计算 下 列 积 分 : 
【2268] [ z(2— x2) dz. 


1 
1 1 2 N13 一 1 
解 [ z(2 一 Yr 一 一 商 (2 一 "| 一 315 6 
1 dz 
[2269 | EFT 
解 [ __ xdzr _ | 2z 十 1 _1 上 dz 
1 2Z2 十 工 十 1 2 1 BFFid 2 J-! 3 1 
闻 + (z+ 去 ) 
1 1 
1 1 2z 十 1 1 ne 
一 二 ln(zz 十 z 十 1) 一 一 arctan 一 二 ln3 一 一 一 . 
2 1 V3 V3 |- 2 2V3 


[2270]* | (zlnz)zdz. 
】 


[ (zlnz)zdz 一 zinzz -2 zlnz(1+ine)dz=e —2| zlnzdz 一 ?站 Czxlnz)? dz. 
1 1 1 1 1 


3 e 


和 ° _e@ 2 f e 2 2 ， 
移 项 合并 得 (zlnr) dz 一 可 Ee zx:lnxdzx 3 ( 9 zilnz 记忆 ) 


1 
9 

【22713 | z Yrzdz. 
1 

提示 令 忌 1 一 工 一 上 


9 一 2 
解 ” 设 Yi 一 z=:, 则 上 rv I—zdz——3| (fs—£t)dt=—66 了 了. 
[9 
dr 
[2272]* 
x VET 
提示 邻 x 一 十. 
一 1 

、 1 -1 dz 1 dt n 

解 设 z= 二 一 ， 则 | 一 一 arCSInZ 三 一 一 
t -32x Vr:—l 下 V1l—e -二 3 


1 
【2273】 | x V1li3zr: dz. 
D 
提示 邻 1 十 3 一 上 
解 设 1 十 3x 一 t, 则 24z'dz 二 dt， 不 一 寺 ( 一 DD. 于 是 ， 


1 1 站 29 
15 2 
[ x V1li3r dx 72 [ (上 Dt dt 270° 


3 , 工 
【2274】 [ arcsin A / IT dz. 


提示 使 用 分 部 积分 法 后 ,再 令 VT 一 z. 


解 | arcsin /Taz — rcsi 2 
0 1 十 并 Tarcsin ATI 二 并 


Vrdz i | tdt *) 


0 o 2(1 十 zx) 0 1 十 嫌 
站 4 

=7x—(t—arctant) 一 了 一 V3. 
D 


<* ) 设 Wz 一 上 


【2275s】 | gro sr 
o 《2 十 cosx)(3 十 cosx)" 
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2 2r dx 2n = | + 2 dz 
解 | CD 一 。 2 十 cosz 0 5 一 2 i o 3 十 coszx 
,ff* _6 [a 一 8 各 dz 各 dz 
一 人 | 1 0o 9 一 cos: 工 0 4sin2 工 十 3cos2 工 o 9sin2 并 十 8cos2 工 


Lb 


12 larctan 3ta 


, 3V8 va 


1 2tanx 
=8 arctan 


2V3 V3 


2r 
[2276] [ dz 


sintx 十 cos x 


提示 注意 | EC 一 dz ,并 利用 2035 题 的 结果 ， 


o Sin4 工 十 cos4 工 Sin4 雪 十 cos4 工 
2x 


一 2rV2. 


解 全 mr | dz 一 工 t (2S) 
0 sin i - o Sin4Z 十 Cos J an 万 


x* ) 利用 2035 题 的 结果 . 


【2277】 | ”sinzsin2zsin3zdz。 
0 
提示 同 1167 题 . 
解 sinzsin2xzsin3z 一 去 {cos2x—cos4x)sin2x= 于 sin4z 一 于 (sin6z—~ sin2x). 


亚 
2 


于 是 ， sinzsin2xzsin3zdz 一 ( 一 下 cos4z 十 部 cos6z 一 二 cos2zx ) 


0 


1 
5 


0 


[2278] [ Czxsinz)’ dx. 


解 [ (zsinz)*dx 一 序 [ zx? (1~—cos2x)dzx— Lx 
0 


工作 
6 2 [ cos2zdz 


0 x, 
二 人 一 本 sin2z 


4 2 4 4 


™ x 3 
十 寺 | zsin2zdz 一 开 一 艺 cos2z 
0 0 6 4 


3 
+ 于 | cos2zdz 一 工 一 工 . 
0 0 6 


2279】 [ ercos’ zdz. 
0 


sos2 


提示 注意 cos2z 一 ,并 利用 1828 题 的 结果 . 


n 


3 X 一 
一 局 《er 一 T). 


0 


解 [ ercos2 xdzx= [ 1+ cos2z) dz 一 和 十 e- 《cos2x 十 2sin2z)*) 
0 0 2 2 10 


x) 利用 1828 题 的 结果 . 
1 
[2280] 人 sh‘xdz. 
0 
提示 利用 1761 题 的 结果 
ln2 bn2 1 rinz ln2 
解 上 sh4zdz 一 | shz(chtz 一 D)dz= 寺 | shr2zdz— | sh2 zzdz 
0 站 


ln2 


*) 
_3 
= 名 ln2 一 


一 子 (一 于 十 言 sh4zx) 


225 
1042" 


0 


*) 利用 1761 题 的 结果 . 
利用 递 推 公式 来 计算 下 列 依赖 于 取 正 束 数值 的 参数 " 的 积分 : 


【2281] .= sinrzdz。 


0 


各 至 
解 = 一 | sin” !xd(cosz)=—sin” !xcoszx 
0 


十 (2 一 1) 有 sin” ?zcos’ zdx 
0 


0 


=(n—1) 上 sin 2zdz 一 (2 一 1) 上 sinrzdz， 
o 0 


移 项 合并 得 
太一 2 J-: 
n 
利用 上 述 递 推 公式 即 可 求 得 
kDII, x 
Bl 2 "2 
”|_Cp!! _ 
5 十 11 ?一 2 


[2282] 1,= 上 cosrzdz， 
提示 全 可 一 z 一 所 并 利用 2281 题 的 结果 . 


解 设 记 一 + 一 4 则 dz 一 一 dt, 且 cosz 一 cos( 至 一 上 ) 一 sint. 


代入 得 了 二 上 sin"t dz. 
因此 ,与 2281 题 的 结果 相同 . 


zt 


【2283】〗 了 一 F tan’"z dz。 
0 


1 
提示 和 一 元 二 1 了 1， 
解 了 一 上 tanz" :zx(sec’x—1)dz= 上 tan2 :xd(tanz)— [ tan™ ?zdz—=— 一， ， 
0 0 0 2n—1 
__l _ 
即 1 =. 
由 于 了 ,一 dz= 至 ,于 是 ,利用 上 述 递 推 公式 即 可 求 得 
-~ _ 1 _ (1 .., 1 1 1 yn 
h = (mI) mi mt “t+ "lh 


(一 D"[ 至 - (1 一 寺 + 二 -二 2 ) | 


1 
【2284】 "=| (1— xz)"dz. 
0 


提示 令 z 一 sint, 并 利用 2282 题 的 结果 . 
解 设 z 一 sint, 代 人 得 


= 侍 coserrbd 一 Co om nD 
世人 [到 十 DT 
1 "dx 
【2285〗 1,= | 一 一 . 
0 V1l—zx’ 


解 ” 设 z 一 sint, 代 入 得 
1 二 人 sin"t di. 
因此 ,与 2281 题 的 结果 相同 . 
(2286] 了 一 | zx" dnz)"dz. 
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nn 1 3 m 一 1 
| = | az) dz， 


n _/__n nl... 1 (yr nl! 
于 是 ， 一 一 一 人 = ) 2 ) ( Fi) (一 2 (m 二 1)"*! 
_ [¥ /sinz 一 cosZ 2 1 
{2287] ,=| (于 于 ) dz, 
_ Sinz 一 cosz __l1_ 
提示 注意 nr or tan( 工 4 ) 受 也 2 了 -1 


解 开 一 | tan2" 1 (z 一 于)dzx= 『 tan2n 一 1 (z- 于 )[ see (z- 互 )-1]az 
一 上 tan2n 一 1 (x 一 至 )d[ an(z 王 ) | 1-1 1 工 -1 ， 


2n 
即 = 一 二 I 递 推 之 ,得 
n 
ll 
五 一 区 + 32 十 :十 (一 1) 2 +( 1)” Io., 
至 
但 To = 人 tan(z 一 至 )dz 一 一 In cos(z 一 至 )| | =In in 
(Dr( 01. D1 

于 是 ， n=(—D"{ invZ+ 六 | 1 十 … 十 (一 1) |}. 


设 f(z+)= 二 f(z) 十 ifa(z) 是 实 变 重 xz 的 复明 数 ,其 中 f(z) 一 Ref(z), f(x)==Imf(z) 及 
二 一 1, 则 按 定义 有 : 


| madz= | fi Cn)arti | fez)dz. 


显然 ， Re | fx)dzr— | Ref(x)dz. Im | f(x)dzr— | Im f(x)dzx. 
【2288】 利用 欧 拉 公式 ee= 二 coszx 十 i sinz， 
证 明 ， 三 ere mdr= {2 mn (及 为 整数 ). 
0 2x, m=n 


2x 2x 
证 当 m==n 时 ,上 ere oz dz 一 [ dz 一 2r. 
当 mx 时， 


2x 2x 
| ee wdzr= | (cosnzti sinnz) (cosmz—i sinmz)dz 
0 0 
2x 2x 
一 | cos(m—n)zdr—i | sin(m—n)zxdz=0. 
0 0 


【2389】 证 明 ， | dz Ca 及 有 为 常数 )， 


b 6 b or 了 了 1 一 “ 
、 (+ 刘 = or .1 e” [acosBr+ BsinBx + iCasingz — BecosBx) ] 
证 [ e dz 一 [e cosBrdzrti [ er singrdz= 二 


_e” (a—if) (cosBr+i singr) | 
(Ca 十 ip) (a—i8) 


ee 十 网 工 加 ea 十 的 ) 一 ee+ 交 < 


十 六 a ca 十 这 


利用 欧 拉 公式 :cosz 一 去 (e* 十 e“), sinz 一 调 (<* 一 e“), 计 算 下 列 积分 (m 及 为 正 整数 ): 
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{2290] 上 sin*”xcos*” zdz. 
0 


x 


解 方法 1; 记 = | 2 sinzmzcosmzdz， 


0 
1 fm 2n 
易 见 二 计 了 其 中 I= [ sint*”zcos*"zr dz. 
利用 欧 拉 公式 ,有 
ee — ei 2m er 十 e€ 2m 
一 ) (一 天 一 ) 


sin*”zxcos”"x = ( - 
21 


加 2 2n 
一 和 > (— 1)*Ch, em bi > CS ez 一 or 
一 0 


-所 玫 电 中 Dercker 


k=0 


22nt 2m 


今 不 妨 设 m 志 n* ' 作 积分 计算 ， 则 有 


m 2r 2 
= 和 2 > (一 DAC 知 “0 cos2(m+n—k— Dzdz+i| sin2(m 十 2 一 上 一 Dzdzj 
二 一 


-SL SY chch Leos2 mt nk Deti sin2(mtn—k— Dz], 
Ps 


= 所 尼 


2Zm 


_(—1)” Cw 天 一 
22 Dr 2) 2 (—1)*C%,. -ee 2 —1)Ci Ca" * 
ktm+n i 
Oks2m 
0SlS2n 
经 计算 ,可 以 验证 有 ” 
2m 
一 1 ym yt mt (2m)!1(2n)! 
CD 和 2 (一 1 C 知 C 多 ”111 十 四 人 


1 xn(2m) 1(2n)1 
于 是 ,得 b= nn mt 


方法 2: 令 .= 二 上 sin?"zcoszzdz. 显然 有 
0 


。 _(2m 一 1)11! 
0 (2m) 1! 


。- 工 
2 


开 
2n—1 9 一 1 2 2n—1 


ZdCsinz) cos2 1zd(sin2m+1 


下 
3 

r= | Sin2mzcos; Zz) 
0 


芯 


1 2 2m 二 1 2n 一 1 


2m+1 一 二 一 一 sin*”+! zd(cos 


COs" zsin™"t!lx Zz) 


1. 
2m 十 1 


一 经 二 ?sin™t? zcos” ?zdz= lf 


2n-l) 22 一 1 
2m 二 1 ”*"! 2 十 1 


sin™”zx(l— cos:x)cos’" rdzx 


Inn 


了 _ 2n—1 
整理 后 得 ln = ne. 


由 此 不 难得 到 
(2n—D!! J = 22 Dlm! . Cm—D)!! 


nmt mt DmtD omtm! © Com)ii 


。 工 
2 


* 车 m>>n 作 代 换 zx 一 也 一 x 即 得 . 
wx 用 CC2T" hn 二 C2, Ch (Cm4.) CC 以 及 由 恒等式 (1 一 "+ 十 zx)” "一 (1 一 z2)"+" 展 开 , 取 xz*" 的 系 


2m 
数 的 关系 式 > (一 DC ,Cm 一 (一 1)*C”",, 可 以 验证 . 
去 一 0 
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_x(2n— DIl2m— DI nl2m) 1(2n)! 


2mtntl (mn)! ~ amrarimin!t m+n 
™ sinnz 
【2291 了 人 Saz 
Sinnz A ee ” 
解 设 x Sin ;利用 殉 拉 公式 得 WT er 
当 nn 二 2k 时 ， 
=e 二 ew) (et-Dr 二 et 十 .十 ei- 十 eit—Dz) 
一 er-DEz 十 eGt-3 十 ,十 ez 十 e-E 十 十 ecGt-DE 
一 2[Lcos(2R 一 1)z 十 cos(2R 一 3)zx 十 … 十 cosz]. 
<” osin(2k— Dzr, sin(2k—3)z,..,.. 
于 是 ， [ udz—2| Dh] + ga + eine , 0. 


当 =2& 十 1 时 ,同上 得 u=2[cos2kz 二 cos2(k—1)zx+t+'* 十 cos2zx] 十 1， 


于 是 ， [ udz=x. 


x 0， » 
后 得 到 | par=| "为 偶数 
0 Sinz r， 九 为 奇数 ， 
【2292] [ cos(2nt Dz 
0 COS 人 并 
i(2n+ x —i(2nt+ Dr 
解 cos(2n+ LD)zr_e 十 e 一 ez 一 ezoDz 十 十 (一 1)" 十 十 e-2ni 


ez 十 e 
二 2[cos2nzx 一 cos2(n 一 1)z 十 … 十 (一 1)"!icos2zx] 十 (一 1)”. 
[ cos(2n 二 1)z 


0 COS 


COSZT 


于 是 ， dz 一 (一 1)"r。 


【2293】 | " cos"zcosnzdz 
0 


解 cos"zcosnz 一 Fe 十 e 天) (er 十 ee) 一 站 [cos2nz 十 Clcos2(n 一 1)z 十 … 十 Crrlcos2z 十 1]， 
于 是 ， [ cos "zcosnzdzr 一 高 
0 
[F2294] [ Sinrz sin7 工 dx 
0 
解 解法 1， 
i 1 " EO oiln—2b)r (ine 一 im 
[ sin’xsinnzdz CO [ [> (—1)Cre (e e ) jdz 
1 xy mn 
-war 2 (—1)*Ct [ ein-2bzdz 一 2 (— I)tCt [ e wdz | 
1 0， 了 2 为 偶数 ， 
ria 1)C x 一 (一 1)0CIr ] 一 4 
Dri 下 (一 1) 1 为 奇数 . 
0， n 为 偶数 ， 
由 于 sin 至 -| atl 
(一 1) 7 1!, n 为 奇数 ， 
于 是 ， 站 sinrzsinzzdz 一 工 sin 2 
0 2” 2° 
解法 2: 设 z 一 等 一 *, 则 
上 sin"z sinxzzdz 一 2 cos: sin( 至 一 w)d=sin 至 六 cos"tcosntdi— cos 至 所 cos"t sinntdt 


2 2 
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.NN nn 
一 sin 2 | cos"z cosnzdz = sin - 
2 J。 2 2. 


求 下 列 积分 (7 为 正 整 数 ): 
[2295] [ sin™! zcos(n+1) xdz， 
0 
解 [ sin" 1zcos(7z 十 1)zdz 一 [ sin" !x(cosnzcosr— sinnzsinr)dzx 
DO 0 
一 [ sin”™! .rcosnzxd(sinz)— [ sin"xsinnzdx 
0 0 


. x 
Stm COS7 


1 和 ™  . 。 
本 一 一 | sinzd(coszrz) 一 | sinrzsinmzzdz 一 0. 
n Jo 0 


【2296】 [ cos”"-! zsin(n 1)zdz. 

提示 对 积分 | cos"*'zsin(n+1)zdz 使 用 两 次 分 部 积分 ， 

解 ” 考 虑 积分 一 cosrrlzsin(n 十 1)zdzx， 
并 对 它 作 两 次 分 部 积分 ,可 得 I= 二 二 |， cos"! zsin(n+1)zrdz. 


于 是 ， [ cos"” i!xsin(nt+1)zxdz=0. 
本 题 也 可 不 用 分 部 积分 法 . 事实 上 ,cos”!'xsin(n 十 1)x 是 以 x 为 周期 的 函数 ,又 是 奇 函 数 , 于 是 ， 


[ cos" 1zsin(n+1)zxdz= 上 cos" 1zsin(2 十 1)zdz 一 0. 
0 


一 互 
2 


iz 十 e-iz \2n 1 ml 
解 解法 1 cos”"xz 一 (一 天 一 ) 一 于 [et 2 Geo 
zx 1 2x bam 2x 
于 是 ， =| e€ “cos"rdrt= 7 | e “dz+t+2 > co co 一 ozdz| 
0 2 0 pe o 
2r rm 一 1 Zr 
1)_ _ 1, (2n—2k)sin2(n—k)z—acos2(n—k)x -a 
直 | Che 十 2 2 0 03 + (2n—2k): , | 
1 _ 一 2C 
一 一 CC 本 2xa 一 — 2ra 一 - vn 
志 | le Date 了 和 二 | 


-有 一 aa 
一 (cto. Tn | 


2x _ 1—e- 2xa a’ 
ar 2n 一 < _. 
即 [ e “cos”"zrdz= 了 [cr+t2 5 > Ct, 二 [的 一 2 | 
2x Catit)z | 2 2m 2mm ; 
2， | co+ibpzdz 一 e 一 一 1_ (Ce 一 1)(a 一 达 ) 
解法 2: 由 于 ,Ee dz = 十 记 -二 六 祥生 大 ， 
2 2 
取 实 部 ,得 Re eerordz 一 ss 
2 六 _ er 十 er 2 
于 是 ， [ e “cos"zdr= ,Ee Co dz 


mn 2n T 
= 元 ;| eo ( > [0 ) 和 z= 去 >) co eatit2n 2) dx 
k=0 
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LI ce 
22 "atil2n—2k) 22 Lt "alt+(2n—2k)’ 


=0 


_1—e 2™ 51 a? 
22ra | 和 十 2 之 OF a . 


[2298] 上 lIncosxcos2nxdzx. 
o 


解 ” 利 用 分 部 积分 法 ,得 


x 
Zz 1 于 1 
2 sin2nzsinz 


了 1 ， 
lncoszcos22azdz = sin2nzlncosz pn 
0 2n Jo COsz 


2n 


0 


0 十 工 ¥ cos(2n 一 1)z l 仁 cosC2n 十 D)zd 
47 Jo cosz 47 Jo COS 工 


对 于 上 述 等 式 右 端的 第 二 项 和 第 三 项 的 被 积 函数 有 下 列 等 式 : 


cos(2n—1)x el De 2 lr 


一 2[Lcos2(2 一 1)z 一 cos2(2 一 2)z 十 … 十 (一 1)” ?cos2x] 十 (一 1)”!， 


coOsx er 十 e ™ 
cos(2a DE [cosgnr— cos2(n~ 1)z 十 … 十 (一 1)” cos2z] 十 (一 1)”. 
由 于 积分 所 cos2hzdz 《为 任意 的 正 整数 ) 
的 值 恒 等 于 零 ,所 以 ,积分 


站 cos(2n— Dx 及 用 cos(2n+ Dz 


0 COS 工 0 cosz 


分 别 等 于 (一 1)"! 也 及 (一 1)" 也. 这 样 ,我 们 得 到 
上 Incoszcos2nzdz 一 二 | (一 "于 一 (一 1 译 ]|= 生 (一 D1. 


x) 在 Xz 二 0 处 ,sin2nzxlncoszx 二 0; 而 在 z 一 六 处 ,为 “0 。， co 型 ,采用 洛 必 达 法 则 定 值 : 


， . i lncosz _ 1 ,. sinzxsin’:2nx 
lim sin2nzlneosz = lim 一 一 一 一 一 一 一 -一 一 
x 1 2n “1_. COSTCOS2NnZ 
x 0 zr? 0 - z 了 一 0 
sin2nz 


1 1 COsxsin? nz 4nsinzsin2nzcos2nxz 
—sinrcos2nx ~ 2ncosxsin2nz 


_。 互 一 
“了 0 


【2299】 利用 多 次 的 分 部 积分 法 ,计算 欧 拉 积 分 ; 
Blm,n)= [ xX" 1(1—zx)"!dz, 
式 中 mm 及 7 为 正 整数 


1 


一 1 — 
十 于 !| Xx"(l—zx)" ?dzx=2 lpCm+1,n—1). 
0 


解 Bm — zr" (1— zr)! 
m 


0 m nm 
继续 利用 分 部 积分 法 ,可 得 
aD)2l fo DmDI, 1 | 
Blm,n) ml(m+1). (mtn—2) > dz 一 (m+n—2)! mF | 。 
42 一 1)102 一 1)1 
《7 十 2 一 1)1 ° 
【2300】 勒 让 德 多 项 式 P.(z) 可 由 下 面 公式 来 定义 ， 
ll 中 yn 一 
P. (7) = nT mL 1) ] (n=0,1,2,..). 


0， mn, 
1 
证 明 ， | | 2 
2 二 1， 到 人 


证 当 m 关 n 时 ,不 失 一 般 性 , 设 n 二 m. 由 于 PCz) 为 一 关 次 的 多 项 式 ,我 们 记 
P, (x)=R'™ (xz), 


其 中 RO = 1)". 利用 多 次 分 部 积分 法 ,得 


[ Pi, C2) P, (x) dr 
-1 


1 
1 
=[P, (XR™ Cr)—P AR" (COz) 十 … 十 (一 1D)” PY DCz)RCz)] | 二 (一 1)” | RCO) PI™ (x)dr 
一 1 


一 0. 
当 m= 二 nn 时， 
1 1 1 d" (x —1)" 1? 
| PHP, (xz)dr— gtr | | 一 | dz， 
设 w= 和 [Cz 一"],v= Cx? 一 1)", 则 
dz 
1 
! 2 1 _ (na 一 1) 7 (Cn 一 2) oe — n—1,,n—1) 四 n 1 上 (Cn) 
| Pi (xz)dr Zenly tr uv 二 十 (一 1)" wu v] + 1) ETT DE dz 
一 (—1)” [ 2 # d” 2_ 1n 一 (2n)! [ 2 Nn 一 (2n)1! 各 2n+1 *) 
220n1y? | (x’—1) dz Lx 1)"]dz Pm sl x )"dr Di nly J cos” "tdt 
nD! 、 (2 2 
22” 1(n1)? (22 十 1)11 2n 二 1" 


xx ) 设 工 二 sint. 

x <) 利用 2282 题 的 结果 . 

【2301】 设 函 数 f(x) 在 La,6j 上 可 积 , 函 数 F(x) 在 [a,5j 内 除了 有 限 个 内 点 c(i 二 1,…,p) 及 点 4 与 6 
外 和 丝 满 足 等 式 F'(z) 一 f(x), 而 在 这 些 点 上 F(x) 有 第 一 类 不 连续 点 (广义 原 函 数 ). 证明， 


b p 
| fdr=F(b—0)~—F(lat+0)— > [F(Cc 十 0) 一 F(c 一 0)]. 


i=1 


证 为 确定 起 见 , 设 a 过 ci 过 cs 过 … 过 cy 过 5, 并 记 a 二 co,6 二 cp+41. 由 于 f(x) 在 [a,6j 上 可 积 , 故 
b 。 EY (eit1™n 
| fdr= lim > fr) dz. 
显然 ,在 [ci 十 pci41 一 委 上 F(x) 二 (x), 从 而 可 应 用 牛顿 一 莱 布 尼 芯 公式 ,得 
站 ” frdr=F(c—WD—F(etD, 
ci 
由 此 可 知 


p p 
[fenaz = lim 之 LEFCcr 一 力 一 ECc 十 从 ] 一 > LFCc —0)— Fc+t+0)] 


i=0 


户 
=F(6—0)—F(at+0)— >)，[FGCc 十 0) 一 FGCc 一 0)]. 
i=1 


〖2302】 设 函 数 f(z) 在 闭 区 间 [a,56j 上 可 积 , 而 F(z) 一 C 十 站 reeas 为 f(z) 的 不 定 积 分 .证明 ;函数 
天 (z) 连 续 , 且 在 函数 f(z) 连续 的 一 切 点 处 成 立 等 式 
F(x)= f(x), 
问 在 函数 f(z) 的 不 连续 点 处 聘 数 F(x) 的 导数 是 什么 ? 
解 ” 由 于 f(x) 在 [a,6j 上 可 积 , 故 必 有 界 :| F(z)| 委 M (ee 委 z 秋 旨 . 因 此 ,对 任何 xE [a,6b], 有 
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使 第 四 章 定 积分 §2. 利用 不 定 积分 计算 定 积分 的 方法 


IF(Cz+Ax)— F(z)|= | fe| 之 M |Az|>0 ( 当 Azx0 时). 
由 此 可 知 F(z) 在 La,b] 上 连续 . 
现 设 /在 点 xz 处 连续 . 于 是 , 任 给 se>>0, 存 在 6 汪 >0, 使 当 |€ 一 +| 过 时, 恒 有 |f(8) 一 f(z)|<e. 于 
是 , 当 0 二 |Ax| 二 6 时 , 恒 有 


F(zx+Ax)— F(x) 
Ax 


和 [me [re 一 real < 二 [elhzl 一 6 


An)| 


故 F(z) 存在 ; 且 
F’ C2) = lim F(z+Azx)— F(x) 


Ar 一 0 AZ 


而 在 不 连续 点 处 F(x) 可 能 存在 也 可 能 不 存在 . 例如 , 设 


= f(x). 


则 f(z) 在 [0,1] 的 可 积 性 可 仿 2194 题 证 明 , 而 且 显 然 有 
[ fd=0 (0<zr<1). 


然而 在 点 一目 处 ,F(z) 一 C 的 导数 F(z) 二 0 是 存在 的 . 
但 函数 f(z) 二 sgnz, 它 在 [一 1,1] 上 是 可 积 的 , 且 
| fodar=lzl, 
然而 在 z 一 0 点 处 ,F(z) 一 |zx| 十 C 的 导数 F(x) 不 存在 . 
求 下 列 有 界 不 连续 函数 的 不 定 积分 : 
【2303】 | sgnzdz. 
解 | sgnzdz 一 sgnzdz 十 C 一 |z| 十 C. 


【2304】 | sgn(sinz)dz. 


解 ”由 于 sgn(sinz) 在 任何 有 限 区 间 上 都 可 积 , 故 其 原 函 数 F(x) 二 [ sgn(sint)dt 是 (一 oo, 十 co) 上 的 
连续 函数 . 对 任何 z, 必 存在 唯一 的 整数 & 上 使 Ar 委 z< (十 1)r. 于是， 


kr 十 工 工 
下 (z) 一 | sgn(sint)dt= | ”sgn(sint) di 十 | sgn(sint) dz 
0 0 hxt 和 要 


Ed 


二 也 十 [ 一 dt 一 至 十 arcecos(cosb) 


kr+ 吾 V1 一 cosit 


x 
= 十 arccos(coszx) 一 也 一 arccos(cosz), 


下 
kr 二 2 


| sgn(sinz)dz 一 arccos(cosz) 十 C 〈 一 co<z<< 十 co). 


【2305】 [cadz (x0). 
解 | dz 二 C+ | [xjdz=C+ Szat | [zldz 


[z] 一 1 ， 
=C+ D>) k+[z](z—[zD)=z[z]— (elec. 
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[2306} | xz[z]dr (zz0)， 


[z] 一 t 


解 | zadz 一 C 十 上 ZLzj]dz 一 22), tedrt 厂 [zjidt 十 C 
一 k+l z [zl 加 
-3 (入 +C= $) (+ 各 )+[ 于 2 zc 


) + [ze 
2 2 [x] pe 


= Dra DD [lel | ele re 
6 4 


=0 


zx? [zj_ 6[z 二 一 3[z]([z] 一 1 一 2[LzJj(Lz] 一 1) (2 一 De 


5 1 
=~z [x]_ [zl([zxjt+D) (2[z}t+tD) Te 
2 12 “ 


【2307】 | (— 1 dz. 


ry 


解 | (—1)dzr= 上 sgn(sinrz)dz 十 C 一 二 arccos(cosrz) 
Le 


十 C= 二 二 arccos(cosnz) 十 C. 


0 


x*) 利用 2304 题 的 结果 . 
1， |z|</, 


【2308】 [ faz, 其 中 f(z) 一 J 


解 [ flr)dz — [ 7Czydz 十 [fcr)dz— | 1dzx 十 『 0dz=! (zx>D), 
[ f(xr)dz= 上 1dz 一 (| zj <7)， 


上 f(x) dzr=— [far— | repdz= 一 : (zl). 


合并 得 [ f(z)dz 一 言 (]i+z| 一 | 一 z|)， 
计算 下 列 有 界 不 连续 函数 的 定 积分 : 


【2309】 了 上 sgn(x— zx’)dz. 
0 


1， E(0,1)， 
提示 注意 sgn(z 一 za3) 一 | 


一 1， XE(l,3]. 
1， (0,1), 
解 sen(z—z)=| *E 
一 1， xE(1,3]. 
于 是 ， [ sgn(Z 一 23)dz 一 [ dz 一 [ dzx= 一 1. 
1 


2 
[2310} | [er Jdz. 
提示 将 区 间 [0,2] 分 成 [0,ln2],[ln2 ,ln3],[ln3,ln4],…,[ln7 ,2], 
解 [ [er]d = 1d + 人 2d + 3d + 二 7d 
0 T 站 ln2 jn3 T ln7 区 


一 ln2 十 2(ln3 一 in2) 十 3(ln4 一 In3) 十 … 十 7( 一 In7 十 2) 
一 14 一 (ln2 十 In3 十 ln4 十 … 十 ln7) 一 14 一 ln71. 


【23113 | [xjsin dz. 

提示 将 区 间 [0,6] 分 成 [0,1],[1,2],[2,3],…,[5,6]. 
6 2 

解 | [xjsin 于 dz 一 | sin dz 十 [| 2sin dz 十 … 十 [ 5sin zgz—30. 
0 1 6 2 6 5 6 


nT 
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【23123 『 xsgn(coszx) dx. 
0 
提示 将 区 间 [0,x] 分 成 [0, 了 及 [也 ,tj]. 
x 到 x 2 
解 | zsgn(CcosZz)dz 一 站 Zdz 十 [ (一 x)dr 一 一 车 ， 
0 


[2313】 ”In[z]dz, 其 中 "为 正 整数 ， 
提示 ”将 区 间 [1,n 十 1] 分 成 [1,2],[2,3],[3,4],…,[n,n 十 1]. 
解 三 lnfz]dz= [ ln2dz 十 [ In3dz 十 … 十 | ™ Inndz= lnn!. 


【2314】 [ sgn[sin(lnz) Jdx. 
0 


x 


1 - e 
提示 “注意 原 式 一 | (—Ddzt lim 之 (一 De 六。 dz. 


| 


解 | sen[sin(lnz)]dz= | 。( 一 Ddz+ lm DD" wd 
0 ™ nto $= 


i 1 etl 
一 1 cd 2e"  _ e "一 1 工 
一 一 x 一 - k—1 (一 1)z 一 -一 一 一 一 
一 一 1] 十 2e Jim 2 《一 1) ee 1 十 Tl th 2 


【23153 求 | |cosz| wsinzdz, 其 中 互 为 闭 区 间 [0,4 站 中 使 被 积分 式 有 意义 的 一 切 值 的 集合 ， 
提示 玉 中 使 被 积 汪 数 有 意义 的 区 域 为 [0,x] 及 [2x,3r]; 再 将 区 间 [0,r] 分 成 [0, 马 ] 及 [也 ,Rj] ,将 区 
间 [2r,3r] 分 成 [2r， 宗 ] 及 [ 江 ,3x]. 
解 | leosz| Vlnzdz— | leosz| Vatnzdz+ | |cosz| Valnzdz 
= [ cosz Vlnzdzr+ | (一 cosz) Valnzdz [a cosz VSEzdz 十 上 (一 cosz) Vanzdz 


-4 COS 工 Vsinrdzr— (sinz)? 一 县. 
8$3. 中 值 定 理 
1 函数 的 平均 值 数 M[ 门 = 已 | 7ceopdz 


称 为 函数 f(x) 在 区 间 [a,6j 上 的 平均 值 . 
若 函 数 f(x) 在 [a,56] 上 连续 , 则 可 求 得 一 点 cE (a,5) ,使 得 
MI[fj= fe). 
2” 第 一 中 值 定理 ” 若 : (1) 函数 F(z) 和 yp(z) 在 闭 区 间 [a, 拉 上 有 界 并 可 积 ;(2) 当 a<z<5 时 ,函数 
2(z) 不 变 号 , 则 


b b 
| fC)p(z)dz=p| p(z)dz， 


式 中 mx<M 且 M= supf(z)， mm 一 inf f(z);(3) 此 外 ,车 函数 /《z) 在 闭 区 间 [a,6] 上 连续 , 则 y==f(c)， 
其 中 ae 委 c 委 2 (作者 注 ;可 以 证 明 ,c 可 取 值 使 4 二 cb5). 

3” 第 二 中 值 定理 若 : (1) 函 数 f(x) 和 g(x) 在 闭 区 间 [a,5] 上 有 界 并 可 积 ; (2) 当 ae<z<<b 时 ,函数 
92 (x) 是 单调 的 , 则 


b 
| (zyp(z)dz 一 pe 十 9) | 7FCz)dz 十 PCO 一 0) | “f(z)dz, 
a da Ee 


式 中 ae 委 终 六 (3) 此 外 , 若 函 数 g(x) 单调 下 降 ( 广 义 的 ) 且 不 为 负 , 则 
| rcpwcpdz=wa+o) | repaz Co<e<o， 
(3 车 函数 p(x) 单调 上 升 (广义 的 ) 且 不 为 负 , 则 
[fen gz)dr=pb—0) | fdr (a<é<b). 
【2316】 确定 下 列 定 积分 的 符号 : 
as 2 。 ， 
GD | zsinzdr (2) [ sinzdz ; (3) | 2=dzi ‘|, zzlnrdz， 


x 


提示 。 (2) 及 (3) 使 用 第 一 中 值 定理 . 
解 (1) | Zsinzdz 一 Zsinzdz 十 [zsinzdz— 站 Zsinzdz 一 [ (z+ x) sintdt= -| sinzdz<<0. 
《2) 由 第 一 中 值 定理 知 
| sinzjdv 一 [ sinz dv 十 三 sinz gy 一 [ sinz dv _ [ sint dz -| sinz 
o x 文 o x 


o XX 工 ot oxX(z+ x) 


_ Xsinc 


cletn) 
(3) 由 第 一 中 值 定理 知 


2 0 2 0 2 2 
| , erdz= | zerdz 二 | raezdz 一 [ sordzt | zerdz= | (ez 一 erz)dz 
— 0 0 0 


盖 0， (其 中 0<c<r). 


一 2ci(e 一 e 一 )>0 (其 中 0<c<2)， 
1 
(4) | zinzdz= 言 clne<0 (其 中 去 <c<1. 
到 
【2317】 确定 哪个 积分 较 大 : 
工 性 1 1 
GD sinliozdz 或 上 sin2zdzi; (2) | e "dx 或 | Ee dr; 
o 0 0 [9 
‘x 2x 
‘| -7 cos: rdx 或 | e-* cos? zdx. 
0 0 
解 (1) 当 zE(0, 王 ) 时 ,0<sinz<1, 从 而 ,0<sinez<sin?z. 于 是 ， 
上 sinl0 zdz< 委 上 sin2 zdz， 
0 0 
(2) 当 0<<z<<1l 时 ,zz 和 2 ,从 而 ,er=<e-. 于 是 ， 
1 1 
| edz< | edx. 
站 ] 
2r x A 
(3) | ee- coszdz= | ee cos'zdz< | e-* cos’ zdx. 
D [9 0 
【2318】 求 下 列 函 数 在 所 给 区 间 内 的 平均 值 ， 


(1) f(x) 二 x 在 [0,1] 上 ; (2) f(x) 二 Vz 在 [0,100] 上 ; 
(3) f(x)==10 十 2sinzx 十 3cosx 在 [0,2x] 上 ; (4) f(x) 二 sinrsin(x 十 pg) 在 [0,2xj 上 . 


解 (1) M [f= | zdz 一 地; 
(2) M[ 门 =100 | Vzdz-6 二 ， 
100 Jo 3 
(3) M[ 门 = 头 | Go+2sinz+3cosz)dz 一 10; 
(4) M [让 = 元 | sinzsin(x+ g)dz= 二 cosg. 
To 2 


【2319】 求 椭 贺 之 焦 径 + 一 了 一 分- (0<e<<1D) 之 长 的 平均 值 . 


cosgp 
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解 ” 设 pg 一 x 十 t, 则 
1 1f Zp 1 [" _p pL_2r "bp - 
M 一 3 | it 2x -x Iscogd 2r Jo Iscosgd 2r /Ii—er Ie 4 
其 中 65 为 椭圆 的 短 半 轴 . 
x ) 利用 2213 题 的 结果 . 
【2320】 求 初速 度 为 w 之 自由 落体 的 速度 之 平均 值 . 
解 ” 自 由 落体 的 速度 为 v==w 十 gt, 从 :二 0 到 :一 荆 时 间 内 的 速度 的 平均 值 为 


M [可 = 于 | w+egDd 一 二 gsT+m 一 到 (mm 十 or 
物理 意义 :平均 速度 等 于 初速 与 末 速 之 和 的 一 半 
【2321】 电流 强度 依 规律 一 asin( 2 上 gp) ， 
变化 ,其 中 为 振幅 ,i 为 时 间 ,T 为 周期 ,g 为 初 相 , 求 电 流 强度 之 平方 的 平均 值 ， 


解 MG = 于 | in (2+g) d= 站 [二 (有 于 +p) 二 sin2( 法 +p) | 


i 


o 2° 


将 上 式 开平 方 \ 即 得 电流 的 有 效 值 六 


【2322]】 命 | fnDdt 王 xf(07x), 求 0, 设 : (1) Fn 一 请 (1 全 一 1)3 (2) Fi 一 Int (3) f(1)=e',， 


limb 及 lim 9 等 于 什么 ? 
0 ~ 


解 ow /wa=| "dt 一 三 ,从 而 ,三 二 一 brzn1. 于 是 ，0 一 f= 


下 


(2) [ f(D dt= [ Intdi 二 tCnt 一 1) | =z(lnz 一 1), 从 而 ,z(lnz 一 1)= zlnbz， 于 是 ， 0 二. 
站 0 


0 


(3) | Acod | ea ec =e 1, 从 而 ,ee 一 1 一 zex ,于 是 ,0 一 二 ln 人 一! 
站 o [9 


当 z--0 时 ,二 mn 全 二 是 人 型 不 定式 . 因此 ， 


linbg =lim Ln Ellim| -ze 一 他 一]) | jim tl im ze 
0 0 工 0| er 一 1] x? -0 Xl(e’—1) zr0€ 一] 十 xe” 
一 lim 二 一 > 9 
了 工 一 人 re 十 1 
站 
1 工 + 
lim 0= lim 上 上 ins 一 -limze 一 ee 二 1- im 工 ze 一 1. 
+ rs zx xz=~+o (er 一 1) x 1 一 工 
记 
于 是 ， limg= 工 及 lim 9=1. 
re 2 nn, 
Ni 估计 积分 : 
【23231 | TF Soar 
1 1 1 
解 由 于 i 二 05 入 i 于 0 5cosz 1—0.5° 
2 1 
即 了 入 1 二 5 Sc? 
4 2 dx 
， | 一 cc 
于 是 3 <| 1 十 0. Geo An 
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二 1], 故 


即 | + (0<1). 


o 1 十 0. Scosz 
1 2 gq 
【2324) | z 
解 ” 由 于 三 A (0 委 z 委 1)， 从 而 ， 
二 < -二 


1 
过 | zdzr， 


| | 到 

-一 dz 委 

万 ViFz 
1 [ 2 1 

一 一 魏 dz 和 一 . 

.10V2 Jo ViTz 10 


即 


[2325] 网 工 十 00dz 


ee 100 er 1 je 人。 
解 [一 由 5 和 0dz+ | 二 100dz 一 100TS | “dr+T00TE dz 

1 e 3 ee 一 50 —e 10 

”100++& 100+& “ 

其 中 0 万 & 志 50, 50 志 & 声 100. 显然 
1 一 e750 e-50 一 el100 1 一 e-50 e-50 一 ee 一 100 1 一 e100 1 
100 十 乌 100 十 名 <100Fe 1 100 二 & 100++& <100， 
-一 50 一 50 -一 100 一 50 一 一 50 

1 一 e 十 e ~1 e l—e 一 -上 


故 高 < 二 二 基 I 二 0.01 一 0.0050, 0 过 9 过 1. 此 外 , 按 中 值 定理 ,可 写 


100 —z __1 0 _ _ 1 1 
| z+100d7™ F100 | e “dr ml eI ) ， 
其 中 0 委任 100, 如 果 改 写 1 为 1 二 0.01 一 0.0059, 则 有 9=f(8)= (etn). 


00 Te 


200(1—e 10) 
C00TS 一 0， 


6 单调 上 升 , 故 在 [0,100] 上 有 Fo) 委 FG9 委 Fi00) ,也 即 有 二 <<1+ 评 高. 


易 见 导数 f (8 一 


根据 前 面 的 估计 0 二 9<<1 ,综合 起 来 , 便 有 <0<1. 


这 个 结果 比 原来 的 估计 又 好 了 一 些 . 如 果 更 精确 一 些 ,采用 些 近 似 计算 方法 ,还 可 进一步 明确 6 的 数值 范 
图 . 此 处 从 略 . 


1 n 有 可 
[2326】 证 明 等 式 ， (1) lim | _X dzr=0; (2) im 上 sin"z dx—0. 
no0J0 1 十 工 moo 0 


、 iim 1 1、 
证 1) lim| 吝 IT 并 一 im 十 | ar=lim( 1 二 1) 0; 
(2) 任意 给 定 se>0, 且 设 se< 卫 , 则 


o< sinczdz< 和 全 sin"x dz 十 eE 安 e 十 (至 一 ejsinm ( 玉 T —e). 
当 n 一 co 时 ,上 述 不 等 式 的 第 二 项 趋 于 零 , 于 是 ， 


加 

。 2 ， 

lim | sin"zdz = 0. 
0 


Hoc 


【2327】〗 设 函 数 f(x) 在 [a,5] 上 连续 ,而 p(z) 在 [a,b5] 上 连续 且 在 (a,5) 上 可 微 , 并 且 当 ”4a 二 x<b 时 
9(z) 之 0, 应 用 分 部 积分 法 及 第 一 中 值 定理 ,证 明 第 二 中 值 定理 . 


证 设 F(z)= 全 red 网 
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4 
| reprcoar= | crydFcm =F(zx)p(z)| 一 | F(zr)y (zx)dzr 


=F(b) gb)— Fla)pla)— FO) [p20dr=Fb) 9 F(a) ga) — FO Lg — pe) 
6 e 

一 p(O)LF(CO) 一 F(6)] 十 p(a)LFC9 — F(a)]= pb) | repaz+wco | reoar. 

x ) 一 般 数 学 分 析 教 程 中 已 有 第 二 中 值 定理 的 证 明 ,本题 限 用 分 部 积分 法 证 明 , 应 加 g (x) 在 [a,6] 上 
连续 的 条 件 . 
利用 第 二 中 值 定理 ,估计 积分 : 
200x sinz 

【2328〗 | szdr. 


解 设 f(x)= sinzr, g(z) 一 二 ， 


则 fz) 及 g(x) 在 [100x,200x] 上 满足 第 二 中 值 定理 的 条 件 , 又 g(z) 一 二 单调 下 降 且 不 为 负 ,于 是 ， 


fee ai mm 生 
lo0r XT “100n oo 1007 50f 50x’ 


其 中 100r 生 es200x 及 0 委 0 委 1. 


b 一 
f2329】 | 二 sinzdz (a 之 0; 0<a<b). 


解 设 f(x)=sinz， p(z) 一 一 ,同上 题 , 有 


并 


5 az 一 上 re 
| 2 sinzdz=s | sinzdz 一 1 (cosa— cosé) ee sin 
a 并 a J ae a 

其 中 ab 及 19| 过 1. 


由 
【2330】 | sinzdz (0<<a<<p)， 


2 。 
解 ” 设 一 Vi. 则 [ sinzzdz 一 村 ， Pa 
其 次 , 设 f(2) 一 sint，pGD 一 MD) 1 则 gp(2) 单 调 下 降 , 且 g(2) 之 0. 于 是 ， 
‘62 » 2 2 
到 2 一 去 | sinidt 一 去 (cosa? 一 cos) 一 二 sin 和 sin & 2 = 二 6， 
其 中 ae 中 ，|10| 委 1. 
[4 
所 以 ， | sinzzdz 一 区 (1g| 雪 1)， 


【2331】 设 函 数 w(z) 及 yz) 和 它们 的 平方 在 区 间 [a,56] 上 可 积 .证 明 柯 西 一 布 尼 亚 科 夫 斯 基 不 等 式 ， 
全 gp(Cz)Wz)dz} < [ 922(z)dz [ fp (x) dz. 


提示 “考虑 积分 | [g(x) 一 AJ(z)Tdz, 黄 中 义 为 任意 实数 

证 证 法 1: 我 们 有 
(| gz(z)dz) (| 42(z)dz) 一 (| pCz)WCz)dz) 

一 雯 (| (wdr) (| Ca (wdr) + 六 (| 多 CD)dz) (| CDdy) 一 (| 9CzDWz)dz) (| pV HYdy) 
1 
2 


PP tenpew ogyer) 0 
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b 2 6 b 
故 ([ gw nar) <| wz(z)dz| J: (x) dz. 


证 法 2: 考 虑 积 | ccop 一 Map]adr， 
其 中 4 为 任意 实数 . 从 而 有 
[ gg’ (x)dr—2A [| Jp(Z)UNCT)dz 十 入 [ yy: (zx) dzr>0. 
这 是 关于 变量 的 不 等 式 , 左 端 是 二 次 三 项 式 .于 是 ,其 判别 式 
全 p(n pz)dr) 一 [ pg Cr) dz 上 yr) dr<0, 


即 人 [| p(Cz)%(z)dz}) < [ pz(z)dz [ ?Cx) dx. 
【2332】 设 函数 f(z) 在 闭 区 间 [a,6j] 上 连续 可 微 且 f(a) 一 0, 证 明 不 等 式 : 
MSGC-a) | fdz, 
其 中 M= sup | f(x)|. 
提示 利用 2331 题 的 结果 ,有 
[rodj sf 1d | fad. 
证 设 z 为 [a,5J 上 任 一 点 ,利用 柯 西 一 布 尼 亚 科 夫 斯 基 不 等 式 得 到 
(fr ndr) < | ldz| f* 8dz, 


即 f(x)=[f x) — fla) :Rr—a) [ f' i(x) dr 人 (bh—a) [ f(r)dr. 


由 此 可 知 Mi= sup 产 (z) 委 (0 一 a) | “2 (z)dz。 
rE[a.6] “ 
【2333】 证 明 :等 式 lim 
提示 使 用 第 一 中 值 定 理 或 第 二 中 值 定理 . 
证 证 法 1: 应 用 第 一 中 值 定理 , 知 


其 中 扎 为 界 于 n 与 4 十 p 之 间 的 某 值 . 
证 法 2: 应 用 第 二 中 值 定理 ,得 


nip si 6 
| szdz| 一 工 | sinzdz | 一 工 |cosn 一 cos&' [< 和 >0 (n> 00), 
n Tr n n 了 2 


其 中 名 是 界 于 与 十 p 之 间 的 菜 值 .于 是 ,lim |” 32dz 一 0. 


34. 广义 积分 
1]” 函数 的 广义 可 积分 性 若 函 数 f(z) 在 每 一 个 有 限 区 间 [a,5] 上 依 寻 常 的 意义 是 可 积 的 , 则 可 定义 


站 f 2)dr= lim [ f(x) dz. (1) 
车 函数 f(z) 在 点 65 的 邻 域内 无 界 且 在 每 一 个 区 间 (a,6 一 e)(e 汪 0) 内 依 寻 常 的 意义 是 可 积 的 , 则 取 
[ fndr=lim| f(z)dz. (2) 


车 极限 (1) 或 (2) 存 在 , 则 相应 的 积分 称 为 收敛 的 ,否则 称 为 发 散 的 (在 基本 的 意义 上 ). 
2” 柯 西 准则 积分 (1) 收 敛 的 充 要 条 件 为 :对 于 任意 的 e 汪 0, 存 在 数 6==6b(e), 当 5 汪 b 及 b>b 时 ,下 面 
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的 不 等 式 成 立 : 
上 下 flz)dr | <<e. 


对 于 形 如 (2) 的 积分 柯 西 准则 的 表述 是 类 似 的 . 
3” 绝对 收 全 的 判别 法 ” 若 | f(x)| 是 广义 可 积 的 , 则 函数 f(z) 所 对 应 的 积分 (1) 或 (2) 称 为 绝对 收敛 


的 ,而 且 显然 也 是 收敛 的 . 
比较 判别 法 工 . 设 当 za 时 | f(x) | 之 F(z). 车 站 cmaz 收敛 , 则 积分 六 reeaz 绝对 收敛 ， 


比较 判别 法 下. 若 Vx) 之 0 及 当 z* 十 oo 时 ,pg(z) 一 0" [y(z)], 则 积分 | gp(z)dz 及 | y(z)dz 同 
时 收敛 或 同时 发 散 . 就 特别 情形 来 说 , 若 当 rz- 十 co 时 ,p(z) 一 Mz), 则 上 面 的 结果 也 成 立 . 

比较 判 列 法 陡 . (1) 设 当 z 一 十 co 时 ,jz) 一 0 (二). 在 这 种 情况 下 , 当 思 >1 时 ,积分 (1) 收 敛 ; 当 
zP< 和 1 时 ,积分 (1) 发 散 . 

(2) 设 当 r->=b--0 时 ，F(z)=O* | | 在 这 种 情况 下 , 当 p<1 时 ,积分 (2) 收 伊 ; 当 p 宇 1 时 , 积 


(6 一 工 )2 
分 (2) 发 散 . 
4” 收 敛 性 的 较 精 密 的 判别 法 ” 若 (1) 当 x 一 十 co 时 ,函数 p(x) 单 调 地 趋 近 于 零 ;(2) 函 数 f(z) 有 有 界 
的 原 函 数 


FCzD) 一 | f (Od, 
则 积分 
三 FCz)g(z)dz 


收敛 ,但 一 般 地 说 ,并 非 绝 对 收敛 
在 特殊 情形 下 , 若 p 汪 0, 则 积分 


十 2 oo 时 
| zdr 及 | dz (a>0) 
a a 


收敛 . 
5” 柯 西 主 值 若 对 于 任意 的 se 之 0, 函 数 f(x) 的 积分 


ce 4 
| flz)dx 及 | f(x)dr (a<c<b) 
存在 , 则 柯 西 主 值 (V。P。) 为 
6 , cE b 
Vv.Pp. 『 FoDdz=im| | FCz)dzr 十 | reoaz|] 


相仿 地 ， v.P。 万 Hz)dz= lim [ fr) dz. 
计算 下 列 积分 : 


+oo 
【2334】 | 坚 (a>0). 


6 oo 
解 ”由 于 lim 生 - lim ( 土 - 鞋 )= 土 ， 所 以 ,六 ll. 
a a A a 


br*+omJa b*+oo a b 


1 
【233S】 | lInzxdz. 
0 


1 
解 ” 由 于 lim | lnzdz 一 lim (e slne 一 1) 一 一 1， 所 以 ， [ lnzdz 一 一 1. 
[amd 下 Er 0 


dz 
1 十 三 


+oo 
L2336] | 
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， »_dz ”dr _ 
解 由 于 | Tn | -= 


b+ oo 
L2337] 二 
/TE 
imf e+i [i Ee lim[ 一 arcsin( 一 1 十 9] 十 看 (1—e)= 
解 ” 由 于 op =z dm 二 = lim arcsin E im ， arcsin E LL 
所 以 ， | dx XX, 
1 1—zx’ 
to® dz 
. b dr |. 1 Z 一 1 | 工 2 
解 由 于 lim | zf ,im (本 和 有) 一 本 im (In 532ln2) 一 了 ln2， 


、 oo dx _2 
所 以 ， | 元 二 xz 一 2 一 3 ln2. 


[2339] [- (z 十 工 十 1)2” 
提示 从 定义 出 发 ,并 利用 1921 题 的 递 推 公式 ， 


x 2z 二 1 4 2z 十 1 
解 | EFT as A tC 
由 于 
. .fs dz 
Jim|. ry tlin, o (zi +z+1)? 
工 4 1 2a+1l ,4 2a 十 1 
= lim |( 3 十 了 arctan 万) | Bea + rten 局 | 
. 20 十 1 22 十 1 1 4 1 
+ ,lim (| 3 TETD + rn /3 于 人 3 + sretan 记 ) | 
一 -4 
3V3 


， dz -4 
所 以 ， | (T+zrt+1): 3V3 


*) 利用 1921 A 


[2340] 三 7. 
提示 “从 定义 出 发 ,并 利用 1881 题 的 结果 . 


. dr _ i. 1 x+” 1 2z—11” |* 2x 
解 ” 由 于 Lim ,| in 去 一 -二 1 十 启 aretan 局 | ,一 了， 
， dz 2 
所 以 ， | 1+z 33 

*) 利用 1881 题 的 结果 . 

+ 2 十 1 
【2341 | ”到 于 jdz， 
提示 从 定义 出 发 ,并 利用 1712 题 的 结果 . 

,fr z+l /1 ”| 

1 研一 -dz 一 1 t 二 下 ,所 以 ， 工 _ 工 
解 ”由 于 J , 去 十 1dz Ji 启 aretan 5 ) | 万 所 以 [ 1d 万 

x*) . 

£2342] | = 一 上 二 — 

0 (2 一 z) Vi=z A 
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提示 “ 令 VI 一 均一 包 并 从 定义 出 发 ， 


dz 、 2 二 一 一 2 
-- 和 一. 设 VI 一 = 站 则 x=1 一 ff， dz 一 一 21dt， 2 一 过 一 1 十 纪 ， 
解 先 求 | (2 一 之 ) v1l—zx 


dz dt 
一 二 一 2 一 2arctant 十 C 一 一 2arctan WV1 一 工 十 C. 

代 人 得 ja V1l—zx 十 二 

1 一 上 


由 于 lim | dr lim ( —2arctan VI—z 
Eee 十 0 J0 0 


)-—? lim | aretan IQ-5 一 对 | 至 
QD VI ~ 


4 


， 1 dx 
所 以 ， | (2—z) V1l—zx 


dr 
7 IT 
提示 令 V1 十 让 十 x ”一 t 一 zx; ,并 从 定义 出 发 . 
解 设 Vi 十 二 十 x" 二 一 x 则 当 1 委 z<< 十 ce 时 ,1 十 V3 委 上 十 cc. 代入 得 


一 工 
2 


He 
【23433】 [ 


™_ dr  _2 1 一 ?ln ln /3 -1n(1+2 
| zx VIT Te 二 ai smilus 5m 5 局 si 人 启 ) 
x* ) 牛顿 一 菜 布 尼 英 公 式 对 于 广义 积分 也 成 立 . 例如， 
十 co 


9 


| fz) dz=F(+o0)— F(a)=F(z) 


其 中 F( 十 co) 是 一 个 符号 ,代表 lim F(z) (假定 此 极限 存在 有 限 ), 下 同 ,不 再 说 明 . 


+ zlnx 
[2344] | tad 
解 ”我们 有 
一 zlnz dz 一 -去 | nz d( 记 z)= 一 去 | 二 宇 志 
(1 二 zx )? 2 1 十 z za Ey 7 十 二 ) 
十 工 Z jnz 1 Ed 
加 -z+ 2 | (二 - 1+z 1) dr- 2 mit tC 
. [* _ zlnzx i __ lnz zx? " 
由 和 lim] dr = im | 34H2I +4 Fmt | 
起 一 十 co 二 -十 oo 上 
lb Ine pF 1 ge 
El 2 tac +4 tin | 


一 | 2 
tm| — Ze Fine+ 十 rnt, |-o, 


e+0 


、 + zlnz 
所 以 ， | CGI 十 地 于 炬 一 0 


注 se 一 十 0 与 b> 十 oo 的 极限 过 程 是 独立 的 ,因此 ,可 分 别 取 极限 . 


【2345】 | ”arctanz jd， 
0 


(1 十 z2) 生 
二 co 到 2 至 
解 ” 设 = 二 tant, 则 | -eranz dz 一 上 tsec tdt (Sint cost) 一 到 一 1， 
oo 《1] 十 xz) 到 0 SeC 上 0 
【2346】 | ecosbzdz (a>0). 
_ /一 acospz 十 bsinpr NN") 四 a 
解 三 = “cosbrdz= (Se e ) Tp 


x*) 利用 1828 题 的 结果 . 


[2347] | e“sinbzdr (a>0)., 
0 


—asinbx— bcosbx -a ) “ 


二 
解 [ e “sinbzdzx= ( Zz Fp 


< ) 利用 1829 题 的 结果 . 

利用 递 推 公式 计算 下 列 广义 积分 (1 为 正 整 数 ): 
【2348] 1,= 全 ze "dz. 

提示 = 二 n1,-i. 


oo 十 co 十 
解 .=| Xd(—e 7) 一 一 Ze +zn | zordr=n| x” le *dzr=nl,1. 
[9 


即 1 二 n1,1 ;利用 此 递 推 公式 及 1 = | ezdz 一 1， 


容易 得 到 了 二 n(n 一 1)…2。11, = 二 nl. 
to dz 


-~ (az 十 20z 十 c)" 
解 题 思 路 利用 1921 题 的 递 推 公式 及 定义 可 得 
27 一 3 a 


【2349] 1,= | (ac—b >0). 


hon ap 
并 注意 卫 一 TSgna 
! Vac—pb 
十 ceo 
azx++pb 22 一 3 。 a 2n— 3 ,，_a 
解 1ac bp) (ar rar | ZAI! In) a 
_ 2n—3 a 
即 ha rh: (n>1). 
b 
I =|- dz _ sgna (te) ” xsgna 
artorte Vac—F VacTB | s,s Vac 
利用 递 推 公式 及 I 容易 得 到 
I (2n—3)(2n~5)%3.1, ra" 'sgna _ (2n—3)!!, wa” 'sgna 


(a2) 2nd op (Canal Co py 
x ) 利用 1921 题 的 结果 . 


» pf dz 
【2350] 1 | ZTCZ 十 1)… (十 1) 


A 1 > 十 Co 峡 » 
解 由 于 "0 于 一 十 克 1 ( 当 zx* 十 oo 时 ), 且 十 1>1, 所 以 ,积分 了 收敛， 


其 次 ,我们 来 计算 1,. 由 于 


1 -1 1 1 ve 1 
FTI rH) nlz It ta Ta tl) A Te) 
1 1 
十 … 十 ( 1) nl(ztn)’ 
1 fm 忆 dr _ 1 忆 1 
， 上 人 一 上 kk 
所 以 ， L, 二 De D' 5 下 2 DC iath| ， 


其 中 Cs 为 从 个 元 素 中 每 次 取 k 个 的 组 合 数 . 
对 于 ”不 论 是 偶数 还 是 奇数 ,用 上 限 代 入 (此 处 理解 为 趋 近 于 无 穷 时 的 极限 ) 后 均 为 零 . 事实 上 , 当 n= 
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2m 时 ， 
zz 二 2) .2m) 
(z+ De r+3) .2m—1) 


IT* 


2Zm 
(一 DC4 n(xth)=In 
=0 


由 于 1 十 C8 十 … 十 C 名 二 Cls 十 Ci 十 … 十 Ces!， 
2 

所 以 , 当 m-> 十 co 时 DD) CD* Cs n(xth)>Inl=0; 
k=0 


当 n 二 2m 一 1 时 ， 
gm m— 2 
HD Dc laczth) = zz+2) (rt am 2) ~0 
= (z+ Dm (Crt 3) mt am 2) 


下 一 如 
( 当 mm 一 十 co 时 ). 


最 后 我 们 得 到 = 广 > (DC In(1+h). 


r2351] 工 一 人 它 qz . 
o VOU—z) Tz) 
解 题 思路 ”注意 到 当 xz 一 1 一 0 时 ， 


1 
V7 1 
/OTT VF 


故 积分 六 收敛 . 
1 


1 一 ， 
解 由 于 Vi 一 x J ( 当 x>1 一 0 时 ), 且 pp 2 一 1， 所 以 ,积分 1 收敛 


EDI rn 
0 | D2 
其 次 , 设 z= 二 sint, 则 了 一 sin"t di 一 
。 (2k—2)11 op_1 
CR—1)1! ™ ， 
< ) 利用 2281 题 的 结果 . 
_f'” dz 
提示 令 x 一 In(tan 元 ), 并 利用 2282 题 的 结果 . 
解 设 z-in(tan 二 ), 则 当 0<z< 十 co 时 ,至 SiS 
(DI x 
de fa 至 ， C2811 "2° "2 
4 一 | sin"ed:= | cos"udu= 
% ch zx 4 。 (24 一 2)11 op 


x ) 利用 2282 题 的 结果 . 
[2353] (1) | i Insinzdr; (2) 『 lncoszdz. 

解 题 思路 ”首先 ,容易 证 明 它 们 是 收敛 的 

其 次 , 令 1 一 于 一 z, 可 得 上 lnsinzdzx = 站 Ineoszdz 一 A. 相 加 即 得 2A 一 人 一 于 ln2. 


解 ” 先 证 明 它们 是 收 伍 的 .事实 上 , 当 xz> 十 0 时 ，V lnsinz_>0, 所 以 ,积分 上 lnsinzdz 收敛 . 


同 法 可 证 积分 Incoszxdx 也 收 化 . 
其 次 , 求 这 两 个 积分 的 值 . 设 :二 也 一 z, 则 有 
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上 lncoszdz 一 jnsinzdz 一 和 
o 0 


相 加 得 2A = 上 (lnsinz 十 lncosz)dz 一 关 In( 广 sin2z )dz= 上 lnsin2zdz 一 ln2 上 dz 
o 0 


= 上 | Insintdt— Tln2= 上 lnsintdt 十 | lnsintdi | 一 到 In2 
2 Jo 2 2 


一 全 1 in 一 开 In 一 A_- 开 
= | lnsintdt 2 1n2 A 2 ln2, 


于 是 ， 2A 一 A 一 了 In2， 4 一 一 了 ln2， 即 


上 lnsinzdz 一 上 lncoszdz= 一 开 ln2. 
0 0 2 


-|sinzx—cosxz| dx, 


【2354] 求 | ot 
其 中 五 表 区 间 (0, 十 ce) 中 使 被 积分 式 有 意义 的 一 切 二 值 的 集合 ， 
解 题 思路 首先 ,注意 到 


err 。 _ 
原 式 一 > ;| -各 | sinz 一 cosz | dz 
Zhx W Sin 


其 次 ,将 [2kx， (2 十 1)z] 分 成 [2kx,(24 十 十) 可 及 [(24 十 村 )r， (2& 十 1)r] ,并 注意 到 


(2e- 至 VSnz ) 一 e- 译 CS5Z 一 Sinz ， 


SIn 


分 区 间 积 分 即 易 获 解 . 
一 一 28+1)x 1， 
解 | - 主 |sinzx ne dr ,| -各 | sinz 一 cosz | ,* 
> 2kx /sinr 


对 于 广义 积分 fe -和 lsinr— cosz| 7 作 如 下 处 理 ， 


Sinx 


. 1 
ZtDr |sinr— cosz| 2 COST— Sinz C2 Dr 至 Sinx 一 
一 一 COSZ 
| e :一 一 dz 一 e 2 一 一 dz | e 2 -一 一 dz 


2kr ASinz 2kr Vsinr (2kt 二 )r sinz 
, Ch 十 十 )x _ C28+ Dx 
一 2e 2 wsinz 一 2e 2 wsinz 一 248 em"e §. 
Zk (28+ 4 x 
于 1 一 (Cat Dx 
注意 到 > 2485 已 -ee 一 248 e i， 
当 n> 十 co 时 ,上 式 的 极限 为 2V8 e 了 i 于 是 ， 
| -和 |sinz 一 cosz| | _2V8e 
E Vsinz 1 一 er “ 


【2355】 证 明 等 式 ， | /f(az+ 名 )dz= 二 | f( VF Ta5)dz. 
其 中 ae>0，6>>0 (假定 等 式 左 端的 积分 有 意义 ). 
证 设 az 一 世 一 4 则 当 0<z< 十 ce 时， 一 ceo<t< 十 co， az 十 二 一 AW 纪 十 4ap. 


将 此 二 式 相 加 得 z 一 站 (t+ VET aad). 


* 记号 Ss, 理解 为 极限 im Es. 以 后 题解 中 不 再 说 明 . 


k=0 
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1 t+ 十 V 此 十 4ap 
dz dt 


从 而 有 2a Vi 十 4ap 
代入 要 证 的 等 式 左 端 ,得 
+ tt VE 下 4ab |, 
= 元 5 二 408) 
六 (ez+ 冬 )dz= 贡 | ff VP TD ee 
1 f° 了 t+ V 丝 十 4ap 1 了 tt V 刀 十 4ab 
一 一 MA t+ (VETA4a6)— di 
2a) fl 大 十 4a0 ) 一 一 一 一 VE | f V 生 二 465 
] fr+= ， VE 425 一 5 tt V+4a6 |, 
一 上 /FF et (V 开 于 4a8) -一 -一人 
下 | YET 4 + 址 | 7 VE 
1 人” Vet4ab—iti+ V 纪 十 4a0 十 上 
= 序 |， Vit th dt 
= 二 | 一 FCVET405)di， 
og 
于 是 ， 全 (az+ 之 )dz= 二 站 flvVr: tdab) dr. 
0 
【2356】 数 M [f/f]= lim 二 | fle de 
r+ DO 


称 为 函数 F(z) 在 区 间 (0, 十 co) 上 的 平均 值 . 求 下 列 函数 在 此 区 间 上 的 平均 值 ; 
(1) f(x)=sin: zt cos: (x V2); (2) f(x)=arctanzr; (3) f(x)=Vz sinz. 
解 (1) 由 于 


[ [sin:é+ cos’ (EV2)1dé= 上 [+ 2 |ae= zx 一 工 sin2z 十 TV 


所 以 ， 


MI[Lfj= lim 二 | [sin2 6 十 cos: (EV2) Jdé= lim [+ 让 sin2z+ sin(2ry5) | 一 
二 oo 了 -十 oa 


1 
4 六 V2 


(2) M [fj= lim 过 工 [ arctanéd£= lim se nt ) | 


To 


nt lim In(1l+x)_ x lim 2z = 区， 
2 to 2z 2 Jim 元 这 201+zx) 2° 


(3) 利用 第 二 中 值 定理 ,得 
| Vesinede=Vz [ sin6d6 一 Vz (cosc— cosr) (0 委 c 委 z). 


于 是 ， ML[L/j= lim 二 Esinédé= lim 0. 


区 
【23S7】〗 求 ， 
并 十 oo 世 
| vl+id | ti ed 。) 
(1) limx | Sosigs, (2) im (3) lim ; (4) limz “| fH” a, 
I0 -oo I r+0 nl z+0 -re 
羡 


其 中 a>>0, FnD) 为 闭 区 间 [0,1] 上 的 连续 函数 . 


£2 


1 也 


2 1 
解 (1) 由 于 1- 与 <eostr<1, 所 以 ， | 一 二 du< | 侍 qx< | 过， 


计算 得 一 享 十 子 十 二 之 | su 一 1 十 二 .又 由 于 


lmz( 一 亏 二 到 + 二)=1 及 limz( 一 1+ 士 )=1， 


xr"0 
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cost 


故 最 后 得 到 limz | 拉 
(2) 由 于 之 Vi， sf ViTr dt> [ fd 二 地 ,从 而 , 当 xz 十 co 时 ， [ ViTrdt> 十 oo. 利 
用 洛 必 达 法 则 ,得 


. [ lited . Vl+i+x: __1 
lim 3 = lim 2 一 
xr 二 oo ri EE md 3 并 3 


(3) 由 于 limt(ie -一 1, 故 广义 积分 | ”二 :ed 发 散 . 从 而 ,所 求 的 极限 是 之 型 不 定式 . 利用 洛 必 
达 法 则 ,得 


十 co 
| tie’'dt err-! 


lim :于 = lim 一 一 一 一 1; 
r+0 1 z+0 
ln 一 
zr 


_1 
人 
(4) 由 于 FoD 在 :一 0 处 右 连续 , 故 对 任意 的 se>>0, 存 在 8>0, 使 当 0<t<8 时 ,有 | 一 Fo)1 一 学 . 


今 又 取 0<8<6 ,使 当 0<z<8 时 ,有 


te+1 


“| 上 太一 fC) dt| < 
他 


于 是 , 当 0 二 x 过 6 时 ,就 有 


一 70) 和 一 BAA Te ， 大 一 所 0 4 


过 £1 x te+1 ze+1 
ae of dt Ee er/l Ye-e+e- 
A 天 )++ 训 < 吝 + 生 = 
故 lim A z=0, 
r+0 z t 
1 
最 后 得 到 lim x” "f(D dr 一 lim x° Fo)| 一 1 1 | 
r+0 z po a 工 


= = lim zf(0) ( 走 二 二)= 人 >. 


*) 原 题 (3)、(4) 中 rz- 十 0 误 印 为 I 一 0. 
研究 下 列 积分 的 收敛 性 : 


1 
[2358] | 2 一 下 十 二 
2 


一 2 z 
提示 注意 当 z 一 十 co 时 ,z ZT 1 . 


解 由 于 产 二 -si-1( 当 一 -十 co 时 )， 所 以 ,积分 | 二 三 生 收 全 
要 


‘一 x 十 1 
【2359】 三 一 民 . 
1 ZX Vrtl 
一 5 1 
提示 注意 当 tN, 
解 由 于 六 一 J 二 一 1 ( 当 z> 十 wo 时 )， 所 以 ,积分 | 一 5 莹 一 收 分 . 
zx: 十 1 1 x Vr:+l 


【2360]】 [ 此 
0 in 


提示 注意 由 (1 一 z) 一 | 一 一 1( 当 xz>1 一 0)， 即 知 | 色 人 发表. 从 而 , 原 积分 也 发 散 . 
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。 1 一 1 
解 ” 当 0<z<l 时 ,lnz<0. 由 于 lim (1—z) 一 一 lim 一 


所 以 ,积分 | 让 发散, 从 而， 积分 | 区 也 发 散 、 


【23613 三 rx? le Tdz. 
解 题 思路 ” 先 将 原 积分 分 成 
原 式 二 [ Xx? le dz 十 六 Xp le *dz. 
对 于 上 式 右 端 第 一 个 积分 ,只 要 注意 当 z > 十 0 时 ,zl ? (x? le )->13 而 对 于 第 二 个 积分 ,只 要 注意 当 
ZX 十 co 时 ,zz(zp le ) 一 0. 从 而 , 当 pp 之 0 时 , 原 积分 收 人 证 

解 ”将 积分 分 成 

Fo0 1 to0 

| ze!erdz= | ze rdz+ | Xx? le dz. 

0 0 1 


对 于 积分 | zx? ie “dz. 由 于 ?zr 1e)>1 ( 当 z> 十 0 时 ), 故 当 轧 >0 时 (从 而 1 一 p<1), 积 分 
[ zt ie 7dz 收敛 ， 
对 于 积分 | ”ze-ier*dz, 由 于 


p+l 


一 0 ( 当 zz 一 十 oo 时 )， 


Xi(x? le xz) 一 


故 对 于 一 切 p 值 ,积分 |”z?!e “dz 恒 收 全 
于 是 , 当 p>0 时 ,积分 | zr !e rdz 收 全 
[2362] 上. zeln Ldz. 

解 ”将 积分 分 成 


1 


1 1 
| zine Tdz= [zl drt | mm 二 dz 


0 


对 于 积分 | ，z*lm 二 dz, 由 于 


1 1 1 
1 mn 到 a pm 去 9 zx( 一 云 ) 9 
lim (1—x) ztzlne 一 一 lim zz lim =| lim 一 -一 一 | 一 1， 
zl—0 XTX lo 1 一 工 z~1-01 一 工 zl1-0 一 1 


故 积分 | ，zrlnr 二 dz 当 一 9<1 ( 即 g> 一 D) 时 收敛 , 当 一 9>1 ( 即 q 和 一 1) 时 发 散 . 于 是 , 当 g< 一 1 时 , 积 
也 


分 | zlne 二 dz 必 发 散 . 故 下 面 可 在 4> 一 1 的 假定 下 来 讨论 | zeln 二 dz 
车 p 放 一 1, 可 取 r>0 充分 小 ,使 一 rz> 一 1. 于 是 ， 
1 
Jimz ptrreln? Hi 
区 
由 于 一 pp 十 tr 过 1 ,故此 时 和 xplns9 二 dz 收敛 ; 
若 p 志 一 1( 设 g>> 一 1), 则 


1 1 1 
| ein 二 dz 人 lm 二 dz= 一 上 (mn 过) da(m 二 )= 一 -| =+o. 
0 0 区 0 TX z 
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故此 时 上 ze ln 二 dz 发 散 . 
1 
总 之 , 仅 当 p> 一 1 且 4q>> 一 1 时 ,积分 | z?int 二 dz 收敛 . 
十 ee x” 
【2363】 | TT 《7 之 0). 
解 题 思路 仿 2361 题 ,有 ” 原 式 一 | idz+ | Tdz 


Tz 


对 于 上 式 右 端 第 一 个 积分 ,只 要 注意 当 x 一 十 0 时 ,xz 了 1; 而 对 于 第 二 个 积分 ,只 要 注意 当 


HP xX” > 
TY 十 oo 时 ,z 1 十 x” 上 


从 而 , 当 m 记 一 ] 且 2 一 如 人 1 时 ，, 原 积分 收 化. 
解 ” 先 考虑 积分 | dz. 由 于 
x "1 ( 当 xz> 十 0 时 )， 
故 积分 上 了 和 dz 仅 当 一 mm<1, 即 仅 当 mw 之 一 1 时 收 鳃 ， 
x nm ZX" 一 和 ~ 十 co 由 

再 考虑 积分 | 了 dX 由 于 过 I 二 1 ( 当 xz~> 十 co 时 )， 
故 积分 |，j 于 二 dz 仅 当 "一 m>1 时 收 伊 . 

于 是 ， 当 z 盖 一 1 且 n 一 m 之 1 时 ， a 分 |。 Td (2 之 0) 收 敛 . 


【2364】 | tanar dq (ca 天 0). 


解 ” 由 于 arctanax 二 一 arctan( 一 ax), 故 可 设 a 之 0, 先 考虑 积分 [ edz. 由 于 


lim x 
Tr*+0 I z+0 世纪 I*+0 


故 积分 | aretanezdz 仅 当 一 1<1 即 当 wn<2 时 收 全 


a 
niarctanar |,. arctanax |,. 1l+a’x’ 
一 一 lim 一 一 lim 一 


再 考虑 积分 六 2rstsnezdz. 由 于 


7 ner 于 ( 当 -> 十 co 时 )， 


有 


Tr 


故 积分 | ”932dz 仅 当 n>1 时 收 全 
于 是 , 当 1 二 n<2 时 , 积分 azdz (a 六 0) 收 敛 . 
【2365】 | ODay 


解 先 考虑 积分 六 ates, 当 zx>>1 时 , 取 a 0 充分 小 ,使 * 一 a 之 1. 由 于 


ee in 人 (1 十 z) _ ln(1 十 z) 


zx” Xx” 


> 人 ( 当 Z 一 十 co 时 )， 


故此 时 积分 ”时 + 本 qz 收 化. 当 nl 时 ,由 于 
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zr 二 oo ( 当 z> 十 oo 时 )， 


区 


故此 时 积分 站 四 OQ 二 Dgz 发 散 . 


再 考虑 积 分 | 四 二 如 dz. 由 于 lim 0 于 一 lim 一] 
+0 A z+0 x 


故 积分 | PPQ 二 dz 仅 当 n 一 1<1 即 当 <2 时 收 人 


机 


于 是 , 当 1<n<2 时 ,积分 | ”7 dx 收 化 


2 十 x" 


解 题 思路 ” 仿 2361 题 , 有 
人 x”"arctanx to x"arctanzr 
原 式 一 |。 az 4 +| 2 二 mm 4 


对 于 上 式 右 端 第 一 个 积分 ,只 要 注意 当 x 一 十 0 时 ,xz IEAcIEE -二 而 对 于 第 二 个 积分 ,只 要 注 


[2366] 三 并 arctanrdr (n>0). 
0 


xXx"arctanr x 


意 当 x 一 十 co 时 "TT 一 了 
从 而 , 当 ma 盖 一 2 且 n 一 m 之 1 时 , 原 积分 收敛 . 


arctan 并 d 


解 先 考虑 积分 | 碟 retSnzdz 


-iarctanz _ 1 |. arctanr_ 1 1. lx _ 
由 于 lim x 2 2m x 2 Ji 


故 积分 andy 仅 当 一 区 一 1 过 1 即 当 mm 一 2 时 收 但. 


再 考虑 积分 | ” 民 2retenzdx, 由 于 


_nX"arctanr x"arctanr x 
一 一 二 ( 当 x 一 十 oo 时 )， 


2 十 zx” 2 二 xz" 2 


to rmarctanz 
故 积分 |” 字 革 dz 仅 当 一 m1 时 收 全 


于 是 , 当 m 渤 一 2 且 一 ml 时 ,积分 全 并 actanzdz (n3>0) 收 化， 
【23673-+ 三 cosazdr (n>0). 
0 区 

解 当 a 产 0 时 , 设 /az 一 cosar,g(z) 一 二, 则 对 于 任意 的 A>0, 均 有 || 7(z)dz| 福生 ,其 次 , 当 
“>0 时 ,g(x) 单 调 下 降 且 趋 于 零 (n 一 十 oo). 从 而 得 知 积分 | ”sz dz 收敛 . 至 于 当 n 一 0 时 ,积分 显然 
发 散 . 

当 a=0 时 ,由 于 mm 天 二 一 1 ( 当 rz 十 co 时 ) , 故 积分 三 Seezdz 仅 当 ”>>1 时 收 钱 . 

于 是 , 当 a 天 0.n>0 及 a 二 0.n>1 时 ,积分 [I Soe dz. 收 全 


oo ip2 
【2368】 | 2 dz. 
0 


1 /1 cos2x 


解 题 思路 ”首先 ,注意 到 sm 一 卫 ( 工 一 cos2z ). 
并 2 、 工 


宛 
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其 次 , 易 证 | Sos2zdz 收 伊 ， 而 | 生发 表 , 于 是 ， 积分 | Sm dz 发 散 ,从 而 ， 原 积分 也 发 散 . 


解 方法 1; 于 lr } (+ on) 
积分 | ” 空 显 然 发 散 . 

又 因 对 于 任意 的 A>1， 上 cos2zdz | <2, 且 当 x 一 十 2 时 ,一 二 单调 地 趋 于 零 ， 故 积分 |” Soszz dx 
收敛 . 

于 是 ,积分 | ”5 dz 发 散 ,从 而 ,积分 ”2m-dz 发 散 ， 

方法 2: 


0 


由 于 不 论 NN 到 多 大 ,只 要 到 p=N, nt 


+ sin2 工 Zd Dr sin’ x Zd sin2 | 2 < 1 1 ~ 1 
| 一 2 ph Im nT > 二 上 sin tdt 2 2 十 1 2 2 n” 


N+p 
1 1 1 
N+ + 十 2 一 FR NN 一 方 ， 
> 雪 > EE 亦 去 黄 2N 2N 2 


故 递增 数列 S, 一 2) 去 Cn 一 1,2，) 的 极限 limS, 是 十 co, 即 2 二 一 二 
lim 2 


=1 


于 是 ,积分 | si xdz 发 散 . 


【2369] 5 
解 先 考虑 积分 | 下-. 对 于 任何 9 值 ,由 于 
lm,x Sin? XCcos’z ™ lim, ( sinzx ) lim, ( cos’x ) 一 1， 
故 积分 | Tr p<<1 (q 为 任意 值 ) 时 收 全 


再 考虑 积分 | . 对 于 任何 请 值 ,由 于 


x SinP 工 pe 


. 4 1 . 2 YY 1 , t_\? 
1 三 = 一 ”一 _t 一 
1 2 z) sin?x cos’z lim ( coszx ) lim ( sin?z ) Lim ( i) 了 
2 


zt* 晤 一 0 xz 人 0 


族 积 分 5p 仅 当 q<1 Cp 为 任意 信 ) 时 收 全 

于 是 ， 当 p<1 且 q<1 时 ,积分 | -az 一 收敛， 

【2370]】 | -二 

解 先 考虑 积分 六 站 -入 当 - "一 1 即 当 
?之 一 1 时 收敛 ， 

再 考 由 积分 |， 有 = 地 dz. 对 于 任意 的 ,由 于 

和 pV? 7 守 )- 吉 ,并 z- 户 : 

放 积 分 |，- 愉 = dz 全 收 久 
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和 收敛 . 


dx 
0 V1l—zx’ 


《2371】 | 三 
1 
解 “ 先 考虑 积分 | 二 5 二. 不 护 设 min(p,4) 一 ,由 于 
。 dz 四 1 
lim, (7 FF) lm TF! 


仅 当 <1, 即 当 min(p,g) 达 1 时 收 化. 


故 积分 | 二 罕 吉 


再 考虑 积分 | 


二 二 不 妨 设 max(p,g) 二 gq; 由 于 


。 1 加 1 四 
dim ( HF) ln en 


故 积分 | 间 | 二 时 一 一 一 仅 当 g 之 1 即 当 max(z 加 ,9g) 过 1 时 收敛 


于 是 , 当 min(b,q)<1 上 且 max(p,9) 之 1 时， 积分 | 收敛 . 


zx? 学 


【23723】 人 这 


dz. 


解 所 志和 让 下 dx 由 于 im (VE js )=0, 故 积分 | jdzr 收 生 


再 考虑 积分 | ，Tszdz. 由 于 ,imu( VE 了 各 7 ) 一 0, 故 积分 |， 了 各 zdx 收 化. 


, 积分 | Ta dz 收 伍 . 


2 ln(sinz) 
【2373】 『 了 Csinz)dz 
0 VI 一 


. sln(sinr)]  ，. 去 3 
wa 


机 


[2374] | 


Xx? 人 


解 先 考虑 | 二 4 二 .对 于 任意 的 p, 由 于 
， ， 1 了 ， 1 /zly 1] 7，xz-l 1 1 
lim, | (x 1 | Ji 去 (2 ) |-(m 秆 ) = (Jim, 十) =1, 


他 | 人 县 人 人 


再 考虑 积分 | ”二 4 二 .如果 p>>1, 取 a>0 充分 小 ,使 p 一 o>1, 则 对 于 任意 的 9, 由 于 


Jim (2 hi) lim (Fe )=0 


| 


[MM > 站 dz -2 9 
了 一 


工 ]n? 工 一 9 


十 em 


放 积 分 | ”二 4 二 发 艇 . 


x?*lnz 
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于 是 , 当 p>1 且 g<1 时 ,积分 | ”== 收敛 . 


™” dz 
【2375】 上 ZP(lnz)s(lnlnz)”“ 


3 dz 
解 “ 先 考虑 积分 | -er .对 于 任意 的 户 和 9, 由 于 
. (Xx—e) 1/. ze _ ll/.. 1 rp 
dm, zr nr nar) ep (im, 下 ) 二 (Jim， 1 ) ° 


故 积分 7007 仅 当 r<1 和 .4 为 任意 值 时 收 全 . 
再 考虑 积分 | ”refer 分 三 种 情形 讨论 ， 


(1) 如 果 p>1，g 和 + 为 任意 值 , 取 a>0 充分 小 , 使 bp 一 a>1, 由 于 


lim 7 lim -~ 1 -0o, 
xz~+c TP (lInz) (lnlnz)” 一 te (lnz)9(lninz) 


+ dx 
故此 时 积分 | ”FIRERERIREJ 收 全， 
(2) 当心 =1 时 , 则 有 


三 dz | dz 
3 x?(lnz)’ (nlnz)' In (lnz)r” 


利用 2374 题 的 结果 得 知 , 当 加 一 1,9>1 和 r<1 时 ,积分 | RS 收敛 ; 


(3) 当 pp<1 时 , 取 9>0 充 分 小 ,使 p 十 6 过 1. 对 于 任意 的 g 和 >, 由 于 


pte 他 
lim 一 一 -lim 一 -二 一 十 co， 
x*~+c (inz)9(lnlnz)” eet (nr) (ninr)” 


dz 发 散 ， 


2 (lnzr)?(lnlnz) 


故此 时 积分 | 


于 是 , 当 六 > 1,9 是 任意 的 ,r<1 和 当 p=1, g>1, r<1 时 ,积分 | RS 收敛. 


(al< ar < a <ar). 


eo 
[2376] | 


[ral |x—az |)? | zx—a, |? 


解 首先 , 被 积 函数 关于 二 是 》) 户 级 无 穷 小 ( 当 r-* 士 co 时 )， 
其 次 ， 
(0<<ci < 十 ce，( 一 1,2,… 72)， 


lim ( | z 一 ai | 
Xa 


故 积分 |” 当 > pi 之 1 且 pi; 过 1 (i 二 1,2,…,n) 时 收敛 . 


le | 六 | z 一 az | #2 oe | z 一 an |* 
【2377] [了 可 dz. 式 中 Pa (x) 及 P,(z) 为 次 数 分 别 为 mm 及 的 互 素 的 多 项 式 . 


解 当 P.(z) 一 0 [0 二) 上 有 地 4 并 设 其 重 数 为 r (之 1) 时 ,由 于 P, (7x) 与 Pu。(z) 互 素 , 故 1 不 是 
P(xz) 的 根 . 从 而 有 


P, (zx) 
P, (zx) 


tim| Cz—a) |=a#o, 


而 且 显 然 在 点 》 的 有 (左近 旁 , 窟 C 汪 都 保持 定 号 由 于 ">1, 故 积分 发 散 .由 于 ,im | x" 全 名 |- 好 0， 


故 积分 | 名 Ps 3 dz 仅 当 nn 一 m 之 1 即 当 n 放 m 十 1 时 收敛， 
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于 是 , 当 P,(z) 在 区 间 [0, 十 co) 内 无 根 目 wm 十 1 时 ,积分 |” 蕊 (dz 收 全 

研究 下 列 积 分 的 绝对 收敛 性 和 条 件 收 敛 性 : 

《2378】 上 ”Sinzdz 

解 题 思路 易 证 积分 全 Sinzdz 收 化 ,而 积分 [ Smz dz 显然 收 化, 故 积分 | Snzdz 收 化 ， 


其 次 ,由 sz | > 于 (z>0) 及 2368 题 的 结果 可 知 , 原 积分 不 是 绝对 收效 的 . 


解 对 于 任意 的 A>1, 由 于 | | sinzdz|<2, 且 当 z- 十 cc 时 ,二 单调 地 趋 于 零 , 故 积分 | s2zdz 收 
化 .而 积分 | Sin dr 是 普通 的 定 积分 ( smz 在 z 一 0 有 可 去 不 连续 点 , 故 补充 定义 其 值 为 1 后 ,< 可 视 为 


[0,1] 上 的 连续 函数 ) , 故 积分 | ”Smzdz 收敛 . 但 它 不 是 绝对 收敛 的 ， 


事实 上 , 当 z>0 时 ,| 2 | >2m 生 ,由 2368 题 知 ,积分 | ”si dz 发 散 , 故 积分 | ”| sm | dz 发散 
te Vx cosx 
【2379】 x 干 100dz， 


解 对 于 任意 的 A>0, 由 于 | | coszdz|<2, 且 当 z 一 十 时 ,= 半 955 单 调 地 的 于 零 ,因此 ,积分 


Va cosz dz 收 敏 . 但 它 不 是 绝对 收敛 的 . 


事实 上 ,由 于 


|cosz|、Vzcos2z_ | Vr 一 sas2z ) ， 


Zz 十 100 之 二 十 100 Xz 十 100 ”zz 十 100 


有 lim (对 一 5 ) 一 1, 故 积分 ”= 汪 55dz 发 数 .仿照 前 半 段 证 明 , 可 知 |” E99 经 dz 收敛, 从而, 积 


to Vrcosix 、 
分 上。 十 100 dz 发 散 . 


” Vr | cos 工 | 
于 是 , 积分 |” 生生 dz 发 散 、 


十 co 
【2380] | zrsin(x dr (g#0). 
站 
解 设 :一 培 , 则 dz 一 本: 1 1. 于 是 ， 
三 zrsinCz dr=— [MM 1 i sintdi. 
o lgl Jo 


先 考 虑 积分 [ 11sintdz. 由 于 


. _p+l t+l_1 sint 
lim(: 了 «fs ‘sint) = lim™ =1, 
1*+0 


故 积分 | sinedt 仅 当 一 2 <1, 即 当 妇 > 一 1 时 收 敏 , 又 由 于 被 积 函 数 在 [0,1] 上 非 负 , 故 也 是 绝 


对 收敛 的 . 
再 考虑 积分 |” 地 sinsdt. 如 果 对 <1 , 则 由 于 对 任意 的 4 之 1， 


上 
| sar| 之 2 且 ! 综 -单调 地 趋 
1 


十 1 


于 零 ( 当 上 -十 co 时 ) ,故此 时 积分 站 二 1 sintdt 收 敏 . 如 果 z 二 1 一 1， 则 积分 | :所 -1sintdt 显然 发 散 ， 
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从 而 ,积分 全 :人 1sintdt 也 发 散 . 如 果 如 >1, 则 由 于 lim 二 十 oo, 故 对 任 给 的 A>>0, 总 存在 正 整 


数 N, 使 有 2Nx 十 下 之 A, 且 当 t>2Nr 十 下 时 ,1>V2. 
4 4 


今 取 4 一 2Nr 十 4 ， A” 二 2Nx 十 并 2， 则 有 
I 1 ‘sind | >vE| | sindr | =1， 
它 不 可 能 小 于 任 给 的 e(0<e<1) ,因而 ,积分 站 1 :sintdt 发 散 ,从 而 ， 积分 | :zdi 也 发 散 . 
于 是 , 仅 当 一 1< 11 时 ,积分 sin 收 化 ,上 且 当 21> 一 1 时 ,积分 用! 二 sinidi 绝对 
收敛 . 
下 面 我 们 考虑 积分 | ”上 :sintde 的 绝对 收敛 性 ,分 三 种 情形 讨论 ， 
(GD 2 <0 时 ,由 于 
| 二 sinz| < (1 过 十 oo). 
且 | ”全 - 岂 收 策 , 故 当 思 <<0 时 ,积分 | 二 “sintdt 绝对 收敛; 
(2) 当 刀 一 0 时 ,由 于 


sint 


十 co 了 十 1 . 十 co 
| |: 4 'sint| d= | df 二 十 oo 
1 1 


故此 时 积分 不 绝对 收敛 (但 条 件 收敛 ); 
(3) 当 刀 >0 时 ,由 于 


十 ce z+1 十 oo 时 
| [i ‘sint| di> | ls gr + oo, 
1 


1 
故此 时 积分 也 不 是 绝对 收敛 的 . 
人 时 ,积分 万 p'sintdt 绝对 收 伍 . 


2 p+t1 


后 我 们 得 到 ; 当 一 1 过 2 二 1<0 时 ,积分 | sinCr)dz 绝对 收 化 ; 当 0<< 刀 二 1 时 ,积分 条 件 
收敛 . 
+ rx? sinzx 
【2381] | Fdr Cg>0). 


解 先 考虑 积分 | 全 azdz. 由 于 


pe 
1-p TSinz 


(2 


故 积分 | 于 szdz 仅 当 一 1 一 p<1 即 当 p> 一 2 时 收敛 , 且 是 绝对 收敛 的 . 


再 考虑 积分 |” dz. 


(车 p 之 q, 则 对 任何 A>1, 必 存在 正 整数 N, 使 2Nx 十 于 >A 且 当 z>2Nr 十 亚 时 , 恒 有 T 荆 二 > 二 


于 是 ,对 4 一 2Nr 十 于 ,A 一 2Nx 十 子 ,有 
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4 p A 
人 诗 方 sinzdz| > 广 | sinzdz 一 妊 ， 


to psi 
它 不 可 能 小 于 任 给 的 e, 故 积分 | ”于 ?mdz 发 艇 . 


im er TF lsine| = lm (TF ed) =0, 
to psi 
故 积分 | ”于 Smzdz 绝对 收 钱 . 
i [~ zx? |sinz| 、 pe y 2 
(3) 现 设 9 一 1<p<d. 先 证 | ” 瑟 [me dz 发散. 事实 上 ,此 时 ,可 取 As>>1, 使 当 z 之 A 时， 二 
1 
3 故 
丰裕 (| 共 |+ 
Ao 4o Ao 
+eo rplei 
从 而 ,| ”区 中 qz 发 散 
再 证 | ”三 Pdz 收 笋 . 事实 上 , 若 q 一 0, 则 一 1 宝 p<c0, 此 时 积分 | ”于 nzdz 一 二 | ”zesinzdz 显 
1 1 十 z? M ， ” ” 1 lx 2 Ji 
p / p—1 (np— q p 
然 收敛 ; 若 q>0, 由 于 (下 二 ) 一 开放 2 一 。( 当 zx 充 分 大 时 ), 故 当 z 十 co 时 ,单调 


4 ， + x?sinx 
减 趋 于 零 .而 | | sinzdz | ~ 1cosl 一 cosA |<<2 有 界 , 故 积分 |” 茸 Snzdz 收敛. 总 之 ,我 们 证 明了 ; 当 


TSin 工 
9 一 1Sp<e 时 ,| ”全 edz 条 件 收 仇 . 


于 是 ,最 后 得 结论 :积分 | ”于 Pdz 当 p>> 一 2,9>>p 十 1 时 绝对 收 伍 ; 当 p> 一 2, p<g<p 十 1 时 条 


1l+x? 
件 收敛 . 
. 1 
二 co 十 一 
[2382】 [ me dz. 
解 ” 当 " 委 0 时 ,积分 显然 是 发 散 的 . 
jo sin (z+ 二 ) 
当 ”0 时 ,首先 考虑 积分 [ dz (a 放 1). 由 于 
. 1 1 。 
广 "(sti) Ct),, 
a z 。 (1- 支 ) 
x 
而 
上 (1- 支 )sn(z+ 土 )dz| 一 cos(a+ 二 ) 一 cos(4+ 志 ) |<z 
又 当 工 充分 大 时 ,有 


1 


故 当 工 充分 大 时 ,函数 2" (1 一 志 ) 是 递增 的 ,从 而 ,函数 一 一 一 当 + 一 十 co 时 递减 趋 于 零 . 由 此 可 知 ， 


(1) 


. 1 
oe 1 十 一 
积分 [ "a, 当 上 之 0 时 收敛， 
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， le + 


再 考虑 积分 dz (0<a’<D). 设 x 一 地, 则 


『 in(z+7) 广 (+ 
0 zx” 二 t 


由 前 所 述 ,此 积分 仅 当 2 一 xz>0 即 当 mn<2 时 收敛 . 


"(rt ) 
请 注意 ， [ dz (0 之 a' 之 1 之 a) 是 一 个 通常 的 积分 , 它 对 任意 n 均 有 意义 .于 是 , 当 0<n<2 
时 ,积分 
jo sin (z+ ) 
| 四 dr 
Co] ky 
收敛 . 


i sin(z+ 工 ) 
可 以 证 明 :积分 | 二 下 一 dz 当 0<n<2 时 发 散 .事实 上 ， 


sin(z+ 十 ) | Sn (z+ 十 ) 1-eos(2z+ 二 ) 


二 一 » 
TX” Xx” 2z" 


oo cos{2z 二 二) 
而 当 0<n<1 时 ,积分 |” 罕 显然 发 散 ,积分 |” 一 一 -一 一 dz 收敛 ( 仿 前 半 段 证 明 ), 故 当 0<m<1 时 ， 


+ | sintz 十 一 jo sin (z+ ) 
积分 | Lets) 三 一 dz 发 散 ,从 而 , 当 0<n<1 时 ,积分 上 | 上 er 三 一 dz 发 散 
对 于 1<n<2 的 情况 ,可 考虑 对 积分 作 变 换 zx 一 十, 则 得 


Sin (二 | 


t 


| oe 


仿 前 可 知 , 当 0 过 2 一 n 志 1 即 当 1 和 受 z*<2 时 ,积分 


r sin (z+ 二 
+o | sin( zx 二 一 
发 散 . 从 而 , 当 1<n<2 时 ,积分 | [wDl, 工 二 dz 发 散 . 


jo sin(z 十 二 1 ) 
最 后 我 们 得 到 : 当 0<n<2 时 ,积分 |” 一 一 -dz 条 件 收敛 . 
【2383]- “多 sinzdz, 式 中 P(xz) 及 P.(z) 为 整 多 项 式 , 且 若 x 之 a, P(x)>0. 


解 ” 今 仿 2381 题解 之 , 设 
P, (x)=aox” 二 ayzx”" 十 … 十 an ， P(xz) 二 Box 十 bi! 十 … 十 b,， 
其 中 m,n 是 非 负 整 数 ,ao 关 0,bo 尖 0. 
(1) 车 xm 十 1, 可 取 a 之 0 充分 小 ,使 n 一 a 汪 m 十 1， 由 于 


xX"P, (zx) | |sinz| 


zx"P, (x) x 一 0， 


“有 


而 n 一 m 一 a 旋 1, 故 积分 ) 


sinzdz 绝对 收敛 . 
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中 ZP，(z) _ ao 
(2) 著 az 十 1， 我 们 证 明 此 时 六 Psinzdz 条 件 收敛 .事实 上 ,由 于 .lim 节 和 4 入 一 优 , 故 存在 


. ZzP. (x) |ao| 
A 之 名 使 当 z 之 Ao 时 , 便 有 | P, Cz) lg, 
+ | P, (zx) + | zrP, (x) sz | 全 | ao 网 sz |a 一 十 co， 
上、 Pz) sinz | dz= | Pz) dr>216T J 本 


故 全 全 sinz | dz 发散 此 外 ,; 易 知 (n 二 m 十 1) 时 
(EB) IP CT aoboz™” 2a bo + Com 1 bat anbn )}， 
na\T 六 
P. (x) (x) 


/ 
故 若 ut 之 0, 则 当 二 充分 大 时 (如 (2) < 一 0 ,函数 全 人 递 诚 ; 若 oo <0, 则 当 二 充分 大 时 ，( 基 6 驴 ) 


>0, 函 数 全 52 递增 ,总 之 , 当 zx 十 co 时 ,全 人 单调 地 趋 于 零 . 又 显然 可 知 | | sinzdz| <2, 因 此 ,积分 
有 Csinzdz 收敛 . 


(3) 车 nn 二 m 十 1. 由 于 n,m 都 是 非 负 整数 , 故 *” 委 mm. 因此 ， 
Qo 


jim Pelz)” 
Plr) |+oo, n<m 有 fab >0, 


一 cc， nn<m Haobo <=o. 


于 是 ,存在 A >a 及 t>0, 使 当 z 之 A' 时 ， C3 保持 定 号 且 | PS|>: 今 对 任何 A>a, 可 取 正 整数 


1 一 772， 


N, 使 2Nx+ >max{A,A" }. 令 A’=2Nx 十 了 ,4 一 2Nr 十 2 , 则 


- 
sinxdz | >rc|, , sinxdz -52 ， 


| 


它 不 能 小 于 任意 的 co<e<rE), 故 [2 Pa (2) sinzdz 发 散 . 


P, < 


最 后 ,我们 得 出 : [3 Jsinzdz 当 n 之 m 十 1 时 绝对 收敛 ; 当 n 一 m 十 1 时 条 件 收敛 ， 


[2384] 若 | FPCz)dz 收 敏 , 则 当 x-> 十 co 时 是 否 必 有 jz)->03? 研究 例子 ， 

vw/ sin(Cz? ) dz; ‘2 | 一 (—1) dz. 

解 ” 不 一 定 . 例如， 

(1) 积分 [sin(z?)dz 收 化 .事实 上 , 它 是 2380 题 之 特例 :p 一 0,9=2. 但 是 ,lim sin(zz) 不 存在 ; 


(2) 先 证 积分 | (一 DW1dz 收 伍 .事实 上 ,对 任何 A>0, 存 在 唯一 的 非 负 整数 ,使 /7<<A< VaTT. 
显然 4 一 十 co 相当 于 >co. 当 人 sz< VE 十 1 (4 一 非 负 整数 ) 时 ,[zx?]= 二 k. 于 是 ， 
上 (一 ID“ 3dz 一 D3 (—D*dzti+(—1)"(A—Vn) 
0 ko 


nl 1 
一 (一 1 一 一 一 一 十 (一 1)" (4 一 VD)。 
包 VE 二 THYE Vn 
1 起 1 
由 于 一 一 一 一 递减 趋 于 0( 当 &->co 时 ) , 故 1 (一 1 一 一 一 一 一 
TEA 地 于 0( 当 时 ), 故 Jim 包 VETT HVE 


号 级 数 的 莱 布 尼 茨 判别 法 ) , 设 为 5S, 又 显然 


存在 有 限 ( 参 看 2656 题 前 面 的 变 
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1 
一 1)"(A 一 << Van 十 1 一 >*0 〈 当 xco 时 )， 
1(—1)"( Vn)| n Vn FT n 


故 lim [ (一 1D) 忆 1dz=S, 因 此 ,积分 | (— Ddxr 收 敏 .但 显然 lim (一 1)52 不 存在 . 
A-+eo Ja 0 hm, 
【2385】 设 函数 f(x) 在 [a, 妇 上 有 定义 且 无 界 ,可 否 把 消 数 f(z) 的 收敛 广义 积分 


[fenar 
nl 
看 作对 应 积分 和 > 6)Az (rE Er Ar 一 一石 ) 
的 极限 ? 
提示 不 能 . 


解 “ 不 能 . 因为 车 <(a<c< 妨 是 更 点 , 则 对 于 [4,6 的 任何 分 法 ,不 论 其 max|Az, | 多 么 小 , 当 分 法 确定 
以 后 , 设 cE [zs ,z+1], 则 总 可 以 取 名 ,使 > ”6)Az 大 于 任何 预先 给 定 的 值 . 因此, 当 max|Az; | 一 0 时 ， 


3 f(&)Az 不 可 能 具有 有 限 极限 . 


[2386】 设 站 FCz)dz (1) 
收敛 ,函数 p(x) 有 界 , 则 积分 
| ”Arezyecnpdz (2) 


是 否 必定 收敛 ? 举 出 适当 的 例子 ， 
若 积分 (1) 绝 对 收敛 , 问 积分 (2) 的 收 敏 性 如 何 ? 
解 题 思路 ”不 一 定 收 化 . 例如 ,积分 | ”SEdz 收 化 ,p(x) 一 sinz 有 界 , 但 是 ,积分 | ”Sm zdz 发 地， 


其 次 , 设 |p(z)| 志 LL, 则 由 | fCz)g(z)| 志 LI fCz) | 及 六 | FCz1dz 收 和 化 , 即 知 [feng dr 绝对 收 伊 . 


解 不 一 定 . 例如 ,积分 | ”Smzdz 收 化 , 且 g(z) 一 sinz 有 界 ,但 是 积分 | ”sm dz 是 发 散 的 "…， 
车 积分 (1) 绝 对 收敛 ,p(z) 有 界 , 则 积分 (2) 一 定 是 绝对 收敛 的 . 事实 上 , 设 1p(z)1< 志 , 则 由 不 等 式 
fonp DELIAD! 及 | ”Iceopldz 
的 收敛 性 即 可 获 证 . 


x*) 利用 2378 题 的 结果 . 
x* x%) 利用 2368 题 的 结果 . 


[2387】 证 明 : 若 | ”7(z)dz 收 化 ,f(z) 为 单调 函数 , 则 
HzD=o( 工 ) 
证 明 思 路 不 妨 设 F(z) 单 调 递 减 ( 若 f(z) 单调 递 增 , 可 用 一 f(x) 代 震 f(x) 即 可 ). 用 反 证 法 易 证 , 当 
ZX 之 4 时 ,f(x) 之 0. 任 给 e 汪 0, 由 于 [ fendz 收 化 , 故 存 在 A>a, 使 当 z>A 时 , 恒 有 


I FoDdi| 一 上， 
到 2 


但 是 ， Ff fd 
2 


= j， f(Dd>f(z) (z 一 至 ) 一 部 Fr)， 


故 当 >>A 时 ,0<xf(z)<e. 于 是 ，lim zf/(x) 一 0, 即 f(z)=o( 二 ). 
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证 ”不妨 设 f(x) 单 调 递 减 . 先 证 当 z 记 < 时 , f(x) 之 0. 若 不 然 , 则 存在 点 c 之 a, 使 f(c) 二 0. 由 于 f(x) 
单调 递减 , 故 当 xz 宇 c 时 ,f(z) 记 fl(c), 从 而 ， 
站 f(z) dz 全 Fodz 一 一 co 


因此 ,积分 | /(z)dz 发 散 ,这 与 积分 | f(z)dz 收敛 矛盾 . 于 是 ,7Cz) 为 非 负 的 单调 函数 ， 


下 面 证 明 f(z) 二 o( 十) 由 于 积分 | “7(z)dz 收 钱 , 故 对 任 给 的 e>0, 总 存在 A>a, 使 当 z>>A 时 ， 


恒 有 下 CDdi| 一 上 


但 是 ， Ff Hod| = 上 f(Dd 之 f(zn)(z 一 于 )= 主 fC2), 故 当 z>A 时 ,0<zf(x)<e, 即 
亚 要 


lim zf(x)=0 或 f(z)=o( 二 ). 
如 果 f(x) 单调 递增 , 则 可 考虑 一 f(x)( 它 是 单调 递减 的 ). 同 法 可 证 得 f(z) 一 o( 二). 


*) 原 题 为 f(z) 一 O( 二 ) ,现在 的 结果 更 好 . 
【2388】 设 函 数 f(x) 在 区 间 0<xz<1 内 是 单调 函数 , 且 在 点 + 一 0 的 邻 域内 是 无 界 的 ,证 明 : 
车 | f(z)dz 存 在 , 则 


lim > 7 二 )= | f(z) dz. 


rm HN 捞 


证 设 画 数 f( 刀 在 (0,1] 内 是 单调 递减 的 . 这 时 lim jz) 一 十 co. 先 设 f(x) 实 0 (0< xz 委 1 时 ). 由 于 积 
分 | f(z)dz 存在 , 故 把 区 间 [0,1]n 等 分 后 , 即 得 


上 +] 


[fendr= 网 jcoadz< fr)drt 三 f(£)+< r FoDdz+ 2 /二 ) 工 


另 一 方面 ,又 有 | 7(z)dz> 》) /7( 生 ) 二 从 而 就 有 
o< | f(r)dz 一 十 > /(£)<f f(z) dx. 
由 于 lim r F(z)dz=0, 故 


lim- 工 > f( 二 )=| fx) dz. 


Tec 了 


如 果 不 满足 f(x) 之 0, 即 f(z) 可 正 可 负 . 则 丽 数 C2) 二 扩 。/0D 注 是 p(X) 之 0 (0<z 委 1), 且 同样 是 单 
调 递 碱 , lim p(x) 三 十 co, 故 根据 已 证 的 结果 , 知 


lim 二 > 9 (二 ) = 上 px) dr, 
妈 lm 一 [7( 二 )-ra]= [Ef -Ara)]ar， 


由 此 即 得 lm 了 帮 ( 妆 ) 一 Fadz 
当 f(x) 在 [0,1] 单 调 递 增 时 (这 时 lim f(x) 二 一 oo), 内需 对 函数 一 f(z) 应 用 上 述 结果 即 获 证 . 
【2389】 证 明 : 若 函数 f(x) 在 区 间 0 过 x<a 内 是 单调 的 ,县 [ xzr(z)dz 存在 ,， 则 lim ze f(x) =—0. 
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证 不 妨 设 F(z) 在 0<z<a 单调 递 减 . 先 设 存 在 0<6<a 使 当 0 达 zx<8 时 ,f(z) 之 0. 这 时 , 当 0<<x<6 
时 ,有 


[ wf (dt fz) 六 tdi=C, x*+! f(z)>0, 
2 到 


1 一 (二 )” 


其 中 Co 一 p+1l  ， 访 天 一 1， 
ln2， 六 一 一 1 
故 Cs 是正 的 常数 .于 是 ,由 | z?f(z)dz 存在, 知 lim| -epdt = 0， 
0 -十 人 也 
从 而 ， lim x f(x)=0. 


再 设 不 存在 上 述 8. 于 是 ,由 f(x) 的 递减 性 知 , 当 0<z<a 时 , 恒 有 f(z)<0. 于 是 , 当 0<z< 拖 时 ,有 


A 27 
[| Pf dSf x) | td 一 Ci ze! f(r)<0, 


2 一 1 ,1 
其 中 c; -| pti fo 
ln2， p=~—1. 
故 C; 也 是 正 的 常数 . 于 是 ， lz f(z)|< 直 让 fd|. 
> | 


由 [ zx?f (zx)dzr 的 存在 性 知 , lim | 7(Dd 一 0, 从 而 ,lim zz) 一 0. 证 毕 . 


dz 
1 一 2 


十 ee 十 oo 
[2390} 证 明 :1) V.P. | 至 一 0; (2) v.P. | =0; C3) v.P. | sinzdz 一 0， 
一 1 站 一 co 
提示 从 定义 出 发 . 
0 一 上 1 
证 G) 由 于 lim {| 空 + | 至 }= lim(lne 一 Inl 十 inl 一 Ine) 一 0， 
Eee 十 0 -1 立 ore 工 e*+0 


1 
所 以 ，V. P. | dry, 
一 兆 


(2) 由 于 
. YT dr ss dr Vi 工 |2 一 es| ， 1, |1+6b! _ 1, |2+e 
Ee (| = 这 到) lim (sm E + 二 mm| 过 ?| 2In € ) 
1 el 
一 .| 于 sj 二 0， 
所 以 ， vP. | dz 一 0) 
o 工 一 工 
b 
(3) 由 于 dim | sinzdz 一 lim (一 cosp 十 cos5) 一 0， 
+ bp -十 oo 
所 以 ， VP| sinrdz 一 0. 
a 
【2391】 证 明 : 当 x 之 0 且 xz 天 1 时 存在 liz=V.P. | 
0 


证 当 0<x<1 时 ,由 于 lim 有 一 9, 故 将 让- 在 z 一 0 处 补充 定义 后 成 为 连续 函数 ,于 是 ,积分 存在 . 
当 x>1 时 ,首先 注意 到 下 面 这 样 一 个 结论 : 当 a<c<b 时 ， 


rv dr _,. ~ dr s dr \_, b—e 
VP. [ 考 -=Jim([ 二 :+ 坊 )=m 纪 s. 
Inz—(z—D+[a(z) —1]23}, 
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< 多 第 四 章 定 积分 号 4 六 义 积分 00 


1 
1 1 郊 [e(Cz) 一 匡 
lnz xz 一 1 1 十 区 一] (xz 一 1) 


式 中 lima(z) 一 0. 由 此 即 得 


上 式 等 式 右 端的 第 二 项 在 x 二 1 的 附近 保持 有 界 , 且 对 于 任意 的 zx 值 连续 ,因而 是 可 积分 的 , 第 一 项 的 “ 主 
值 ” 如 前 所 述 , 它 是 存在 的 . 

于 是 , 当 x 之 0 且 xz 关 1 时 ,liz 存在 . 

< ) 原 题 误 为 “ 当 ZX 之 0 时 ，*…” 

求 下 列 积分 : 

too dz 
【2392】 V.P. | 元 一 3 二 2 
提示 ”注意 点 x 二 1 及 z 一 2 为 被 积 函 数 的 瑕 点 ,从 而 ,由 定义 即 易 获 解 . 


解 由 于 
. 1 dz 2 9? dz 5 dz 
Ji (| st), rt Tr) 
nga 
| 1—e,, |6—2|_, 
lim (1 In 一 thn| 纪 4 ni) 
= lim (In lIng+in lt?) = —In2=In 
s+0 l—e 1 一 ?7 
nT*+0 
dz 1 
所 以 ，V.P. |，7 守 Ta 六 
[2393] V.P. |, 翅 
zr 
解 ” 由 于 
—E 2 
A E+| A 
e+0| 证 之 In ite 并 lnz ce 十 9 
一 1 
i lIn(1—e) lIn(1— 1 一 e 二 1.1 二 
= limin| BES | -| lm EFS | = | um Ts | =In1=0, 
1+e 
所 以 ，V.PP. 本 二 zlnz 
1 十 并 
[2394] V.P. 三 生生 dz 
解 ”由 于 
ff 1I+z 加 1 _1 
Jim, | TT dz 一 ,lim | arctanb arctan( 一 0) 十 2 ln(l+B) 2 In(1+5) | 一 2 ,lim arctanb—x, 


二 ea 
所 以 ，V. P. [- 到 dz 一 


Hea 
【2395〗 了 P. | arctanzdz。 


b 
解 由 于 lim | arctanzdz 一 lim | barctanb—(—b)arctan(—b)— 了 荆 ln(1 十 如 ) 十 寺 ln(1 十 灵 ) ] 一 
betes 5 十 co 2 2 


所 以 ，V.P. 三 arctanzdx 一 0. 


1 


§ 5. 面积 的 计算 法 


1” 直角 坐标 系 中 的 面积 以 两 条 连续 的 曲线 y 二 y,(r) 和 y 二 yo (xz)[Lyz (7x) 之 yy1(x)] 与 两 条 直线 x 一 a 
和 x 二 5b (a<5) 为 界 的 图 形 A; As Bs B1( 图 4.14), 其 面积 等 于 


b 
$= | Ly (x) — yi (zx) Jdz. 


ol 
图 4. 14 图 4. 15 


2” 用 参数 方程 给 出 的 曲线 所 围 成 的 面积 若 xz 一 z(b,y 一 >(0 (0 所 了 为 一 分 段 光滑 的 简单 封闭 曲 
线 C 的 参数 方程 ,并 且 沿 曲线 的 环绕 方向 为 道 时 针 方 向 ,使 得 该 曲线 所 围 图 形 总 是 位 于 其 左 侧 (图 4. 15)， 
则 此 图 形 的 面积 S 等 于 


了 了 
S 一 一 | yr (1) dt= | z(t)y (Dd 
0 o 


或 =- 序 |. [zy (CD 一 zyCD]dz， 
3” 极 坐标 系 中 的 面积 以 连续 的 曲线 一"(p2) 和 两 条 射线 pg 二 a 2 
和 yg 二 Bp (a<B) 为 界 的 扇形 OAB( 图 4. 16). 其 面积 S 等 于 O 了 
S 一 方 “2 (9) dg. 图 4. 16 


【2396】 证 明 : 正 抛物 线 弓 形 的 面积 等 于 5 一己 拟 , 式 中 5 为 号 形 
的 底 , 为 高 (图 4.17). 

提示 “ 易 知 抛物 线 的 方程 为 y= 一任 z 十 hi 

证 ， 设 扫 物 线 的 方程 为 y 一 Az 十 Bz 十 C， 


2 
则 当 zx 一 土 刀 时 ,得 y= 伟 土 屯 +C=0， 


当 z= 二 0 时 ,得 y= 二 C= 二 h. 解 之 得 4= 一 各， B=0. 


从 而 ， y 一 一 晨 z “十 h. 于是， 所 求 的 面积 为 


bp 
4h 7 2 
S= 2[* (4 er) )dz= 2 (hz 执 =)| = 


求 以 下 列 直 角 坐 标 方程 所 给 曲线 为 界 的 图 形 的 面积 * : 
{2397] ax=y:, ay= 7x. 
解 ” 如 图 4.18 所 示 , 交 点 为 A(a,a) 及 O 〇 (0,0). 所 求 的 面积 为 


* 在 第 四 章 的 这 一 节 和 以 后 各 节 都 把 一 切 的 参数 当 作 是 正 的 . 
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图 4.18 
【2398】 > 一 z: ，z 十 y 一 2. 
解 ”如 图 4.19 所 示 , 交 点 为 A( 一 2,4) 及 B(1,1). 所 求 的 面积 为 


1 
1 

s= | [C2—zx)—xr dr (2z 世 -一世 )| =41. 
一 2 


[2399】 y 一 2z 一 zz ， Z 十 y 一 0， 
解 ” 如 图 4. 20 所 示 , 交 点 为 4A(3, 一 3) 及 0O(0,0). 所 求 的 面积 为 


3 
=[ 2 (3 _ 1s) 4 工 
S= | [Gz-z) 一 (一 DJdz= (下 一 言 也) 4 去 
了 
ol0.1 10x 
图 4. 20 图 4.21 
【2400】 y=|lgxrl, y=0, zx=0.1, xz 一 10. 
解 ”如 图 4.21 所 示 , 所 求 的 面积 为 
1 10 
1 10 
s=—| lgzdz+ | lgzdz 一 (一 zlgZz 十 Zlge) 十 (zlgz 一 zlge)| 一 9.9 一 8. llgea6. 38. 
oO. 1 0.1 1 
【2401〗 y=zx, y=zx+sinrx 〈0 委 z 魏 站). 
解 ” 所 求 的 面积 为 
人 。 加 _( 工 _ 1 ， ” x 
$= | (z+sin’x z)dr 一 (至 1 sin2z ) 2 ， 
a’ 
[2402] yi y=0, 
解 ” 所 求 的 面积 为 
十 oo ai 加 b dz 一 3 1 2 
S | 元 二 之 dx 2a im ,TT 2a im 二 arctanb= xa’. 
2 2 
【2403】 筷 十 各 =1. 
解 ” 所 求 的 面积 为 
a 2 ® 
s=4| 之 vidz= 人 (三 Vi 到 十 乡 arcsin 工 ) =xab. 
oda a\2 2 a 


0 
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【2404】 y:=x:(a:—zx’). 
解 ”如 图 4.22 所 示 , 图 形 对 称 于 原点 .所 求 的 面积 为 


s=4| 工 We 一 了 2 dz 3 (a 一 三) 到 = 六 . 
0 


图 4. 23 


图 4. 22 


【2405】 y=2pr, 27py: =8(7r—p)i. 
解 ” 曲 线 上 :27py 二 8(x 一 p)? 与 曲线 Li :y= 二 2pz 在 第 一 象限 内 的 交点 为 A(4p,2V2p)， 


如 图 4. 23 所 示 ,所 求 的 面积 为 


_» [iv 3 .12 1] 9 15s 1 ， 
s=2| | (2+ 冯 时 半 ) 257 Jay=2 (pyt opt G87 ) 


2V2p 


88 /2 
15 V2P’- 


【2406】 Azx:+2Bzryt+Cy=1 (AC—B’>0). 
解 ” 解 方程 ,得 
_—Bzr— VBr—C(Axr:—1) _—Bzri+ VBir—C(Ar:—1) 
= 及 2 一 人 


J1 Cc 
当 Bx 一 C(Azx* 一) 之 0, 即 |z|1<A/ XC 到 时 "及 ww 才 有 实数 值 . 设 a 一 /A 天， 则 所 求 的 面积 为 


S 『 (yz ydz= 记 | VC — (AC—B’)x’ dz 一 玄 VAC 一 了 [ Ma’:—x dz 


2 区 工 
一 入 VAC 一 惨 a = 一 一 一. 
5 2 VAC-B 


3 
【2407】 yy 一 一 ( 蕊 叶 线 ), x 二 2a. 


2a 一 工 
提示 参阅 272 题 的 图 像 . 令 1 一 和 / 本 二， 并 利用 1921 题 的 递 推 公式 . 
解 ” 所 求 的 面积 为 
of 工 二 ft 40) 2 6 1 2 1 
Ss=2), rN | py "160 lim, ,| 二 cr tees | 


十 
一 3rxa2 . 
0 


3 5 
l6a’ lim | 8 arctant gD tact | 


brio0 


*) 设 iA/ 


x x) 利用 1921 题 的 递 推 公式 ， 
[2408] raln 4 二 Ya 一 Va 一 yy (〈( 电 物 线 ) ,y 一 0. 


提示 “所 求 面积 为 
s=2| (net Ye Vy jay, 


并 注意 y= 二 0 为 瑕 点 ， 
解 ”如 图 4.24 所 示 , 所 求 的 面积 为 
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oa 2_ 2 
s=2| (en 人 -VE 


a /一 2 a 
=2a lim | ln dy-2 (Va y 十 纯 arcsin 2 ) 
ET 昌吉 
4 十 Va:—y 
> 


=2a lim (ym 十 aarcsin 


a 2 2 
y na ,2_na na 
一 2 


a 2 2 
【2409】 y= (zx>0; n>—2). 
解 ” 所 求 的 面积 为 
、 fr 7 | 5 2 di 7 2 。 __ 2 
5 2] T+ rd 2 Ln) a iF ?a ,marcant|, “+2 
本 一 十 co 
2 


xx) 设 ! 上 一 2 。 
[L2410】 y=e sin y=0 〈z 之 0). 


(k+l)r 


提示 所 求 的 面积 为 S= lim >» cD | e “sinzdzt, 并 利用 1829 题 的 结果 ， 
TT p=0 


2 


解 令 sinr= 二 0, 得 x 二 kn 二 0, 土 1, 十 2,…). 当 x 之 0 时 ,由 于 sinz 在 (x,2x),(3x,4x),*…,((2k 一 1) 
x,2kr) ,… 中 的 值 为 负 ,而 在 (0,r),(2r,3r),…，,(2&r,(24 十 1)x)， 中 的 值 为 正 , 故 所 求 的 面积 为 


(二 1) 


3 
e "sinrdz 十 [ e zsinzdz 一 … 十 (一 1) | e Tsinzdz 


kn 


x 2 
S 一 | e “sinrdz— | 
日 


x 


(RFT1)w 


(kt Dx n zr/ 
lim >») (—1)* | ezsinzdz 一 lim D3 (一 1) 二 e (sinz 二 cosx) 
k=0 x “oo EL 


mr 十 oo 2 


kx 


一 jim >») (—1)*+! 二 [Le tr Vcos(k+ re- tcoskr] 


一 lim >) 序 ( 一 Dt 一 1 rn 一 (一 1)te-m 一 六 lim >») [er-e+br 十 er- 姑 ] 
k=0 ei] 


Hi cm 


nl i 
lim [1 十 2e” > e 科 十 em ] = 译 lim | 1+2e- te | 
™ k=0 nr 


2e 1 etl_ 1 ,nxn 
(1+ )= 3 二 也 coth 于 0. 545. 


e™—1 

〖2411】 抛物 线 光一 2z 把 圆 z? 十 交 一 8 的 面积 分 为 两 部 分 ,这 两 部 分 的 比如 何 ? 
解 抛物线 y= 二 2px 和 圆 z: 十 交 一 8 在 第 一 象限 内 的 交点 为 A(2,2). 

设 这 两 部 分 的 面积 分 别 为 5 及 S: (图 4.25), 则 有 


2 2 
= a dy Varcsin 1 
Si ?| ( 8—y  )dy—2 ( 8 一 y garcsin 后 6 ) 


图 4. 26 


[2412】 把 双 曲 线 xz? 一 y= 二 a* 上 的 点 M(z,y) 的 坐标 表示 为 双 曲 线 扇形 OM M 的 面积 S 的 函数 ,此 
扇形 以 双 曲 线 的 弧 MM 与 二 射线 OM 及 OM 为 界 , 其 中 M (x, 一 y) 是 点 M 相 对 于 Oz 轴 的 对 称 点 . 


解 ” 如 图 4.26 所 示 , 则 有 


x 2 加 1 
好 = | vv 一 dz 一 | 各 2 一 QQ SIn(zt VP) | .7 
Xy SiV_ .2 Z 十 y 
及 S， 2 (3 2 ) az ln pt 
车 记 S; 一 $S, 则 由 上 式 得 
z 十 y 一 ae 站 . 
以 (1) 式 代入 一 一 半 一 2 中 , 易 得 
zx 一 yae 和 
由 (1) 式 及 (2) 式 , 解 得 
X=as 3 一 ch 总 及 y=a 2 一 ash 一 
求 下 列 参数 方程 所 给 曲线 所 围 图 形 的 面积 : 
【2413〗 z= 二 a(t 一 sint),y 二 a(1 一 cost) (0 委 才 2x) ( 摆 线 ) 及 > 一 0. 
解 ” 所 求 的 面积 为 
S= 全 a(l—cost) a(l— cost)dt= a’ 三 (1 一 2cost 十 二 SS ) a 
0 0 


2r 
= 3xa’. 
0o 


3 - 1 . 
QQ (过 1 2sint 十 4 sin2t ) 


由 此 可 见 , 所 求 摆 线 一 拱 的 面积 等 于 原来 母 圆 面 积 的 三 倍 . 

〖【2414】〗 xz 一 2 一 关 ，y 一 222 一 姑 . 

解 当 : 一 0 及 2 时 ,zx 一 0，y 一 0; 当 0<t<2 时 ,z>0，y>>0; 当 zt<0 时 ， 
r<<0，y>0; 当 2>2 时,z<0，y<0. 如 图 4.27 所 示 , 所 求 的 面积 为 


2 2 
S | (2f:—#*) 2(1—1) d= ?| (一 32 十 22)d 一 辣 ， 
0 o 


a zy 
zln a 
(1) 
(2) 
y 
0 Xx 
图 4. 27 


【2415】〗 xz 一 ca(cost 十 tsint) ，y 一 a(sint 一 tcost) [0O<t 狼 2rx] ( 圆 的 渐 伸 线 ) 及 z 一 a，y> 魏 0， 


解 ”所 求 的 面积 为 


2r 
S 一 一 | alsint— tcost)atcostdt— | ydz 
0 28 


1 1 1 1 . 
一 ，2 3 2 。: 一 
=a (二 十 4 t sin2t 十 可 tcos2t 4 sin21 ) 


2x 2 
一 全 ydz 一 和 (4 十 3r) 一 三 ydz， 
0 26 3 8 


其 中 | ydr 表 沿 着 从 点 A(a, 一 2ra) 到 点 B(a,0) 的 直线 AB 上 的 积分 . 由 于 在 AB 上 x 二 a, 故 dr 二 0. 从 


ii, | ydr=0. 
AB 
2 
于 是 ,得 5S= 人 (4m 十 3r). 


【2416】 +=a(2cost— cos2i), y=a(2sint— sin22). 
解 ” 所 求 的 面积 为 


9 一 本 | Cry' — yx’)dt 


0 


2x 


an 2 
一 3c? | (1 一 costcos21 一 sintsin2t)dt 一 3a2 | (1—cost)di= 6xa’. 
四 8 
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= 去 | [al(2cost— cos2t)a(2cost 2co0s2t) —a(2sint— sin2t)a(— 2sint+ 2sin2t) Jdt 


2 2 
[2417] xz 一 亏 cost,3 一 邱 sinat (c? 二 a?: 一 5 ) (椭圆 的 渐 届 线 ). 


解 ”如 图 4.28 所 示 , 所 求 的 面积 为 


2 2 4 fF | 
S=4 上 Osin’t 3c ogisintdt= Le sin't(1— sin’:z) dt 
0 b a ap 0 


3xc’ 
8apb 


求 下 列 极 坐标 方程 所 给 曲线 所 围 图 形 S 的 面积 : 


【2418】〗 天 一 azcos2p 〔 双 纽 线 ). 
解 ” 如 图 4. 29 所 示 . 所 求 的 面积 为 


1 了 ,2 
2 [ a cos2pdp 一 4 . 


S 一 4。 


图 4. 29 图 4. 30 
【2419】 一 ac(1 十 cosp) (心脏 线 ). 
解 如 图 4. 30 所 示 . 所 求 的 面积 为 


1 全 3 ， 
3 上 a: (1 十 cosp)2 dp 一 na. 


【2420】 一 asin3p 《三 叶 线 ). 
解 ” 如 图 4. 31 所 示 , 所 求 的 面积 为 
5 几 a sin 3gdp— Te. 

一 p 区 _ 
[24213 一 co (抛物 线 ) ,9 一 二， 9 一 了 ， 
解 ”所 求 的 面积 


SS 一 2， 


3 一 6。 


1 2 一 站 人 4 1 (到 pr 
3 73 |; Ccosp dp Je se 4)=-4 
一 生 (4V2 二 3) 


x ) cot 二 一 1+V2， 


【24223〗 > (0<es<1) (椭圆 ). 


一 pb 
l+ecosg 
解 ” 所 求 的 面积 为 


S 一 2 。 1 [ bdp -和 [ dp 
2 Jo (lt+ecosp)’ o (lecosg)’ * 
设 tan 全 一 4 并 记 ss, 则 有 
| dg -| 2( 引 十 1)dt © 2 | dr + | dt 
(lecosg)’ (1l—e)’(t+a)’ (le)? ji+ta (1—e)’: (下 十 a2 7) 
2 t |2(1—a’:) i 1 | 
Ze arctan 本 te (ge ry + grarctan 2 ) 十 C. 
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当 0 和 gp 和 xz 时 ,0 和 :< 十 co, 从 而 得 一 广义 积分 .于 是 ,经 计算 得 


Li (1—a?)x 2 np’ 
Ss- (zr +a}? (1—e)¥. 


x) 利用 1921 题 的 递 推 公式 . 
【2423】〗 一 acosp，r 一 a(cosp 十 sinp) [woes|. 
解 ” 如 图 4. 32 所 示 ， 


1041=a，a= 一 至 ， 


阴影 部 分 即 为 所 求 的 面积 . 
曲线 Li :r= 二 acosg， Lz :r 一 a(cosp 十 sinp). 所 求 的 面积 为 
2 1 0 2 . 2( 一 ]1) 
Ss= 了 于 (名 ) + 去 | a Ccosgt sing)’ dg— OS —. 


【2424】 求 由 曲线 pg 二 rarctanr 及 二 射线 9p 一 0 及 ?一 记 所 围 成 之 肩 形 的 面积 . 


解 当 p 由 9 变 到 语 , 从 0 变 到 V5 ,而 


de 一 (这 二 aretanr )dr 
所 求 的 面积 为 
1 [到 1 f4 1 1 1 
S = 去 rdg= 二 | (ThE + rarctanr )dr= | 二 = 一 专 InG1 二 ?十 二 maretanr] 


v3 


0 


_ 2at 
【2425】 求 封闭 曲线 /一 -2 与,p 一 -于 ;所 围 图 形 的 面积 . 
解 ” 当 曲线 封闭 时 ,i 由 0 变化 到 十 ce ,所 求 的 面积 为 


s=1i1[" zag=2xe[  — sd 
=- 去 上 9 | (+e) +)? 
一 2roz lim “ di 1 下 “ tdt 
™ lim, { o4CL 二 D2 1+F 译 ,| 
1 1 1 1 1 sx 
2ra lim { ITD darctant— | Ta (1 4 ) 


变 为 极 坐 标 , 求 下 列 曲线 所 围 图 形 的 面积 : 
【2426】 十 yy 二 3axy ( 笛 卡 儿 叶 形 线 ). 


示 注意 + 二 3acosgsing oT 一 
提示 注意 r cos’ p+ sin’ g” O09 2 ,并 令 tang t. 


3asingcos. 
十 一 ， sr 一 一 spCcosg 
解 (cos’g 十 sin’g) 二 3arcosgpsing, 于 是 ,r Sin gH eosg 


当 gE[0, 记 J 时 ,r 之 0, 且 当 9 一 0 及 9 一 也 时 ,7 一 0. 所 以 ,从 p=0 到 9p= 工 ， 
和 4. 33) 


s=1 『 9a’ sin’ ecos pa a Fd ”9a im 一 一 1 “ 图 4. 33 
2 j，(Csinp 十 cosp)559 生 。 (FA) 2 fo3C1 二 石 ) 
2 
a 


一 32_ 
2 


[2427Y x'+y' =a (ry). 


提示 。 注意 7 一 “22 .由 于 图 像 关于 工 轴 及 y 轴 均 对 称 , 故 所 求 面积 为 


V2 一 sim 29 
1 fs ? 
s=8. 读 ] 3ainr2p 
V2a 
4(sin'g 十 cos' 9) 一 a:7, 于 是 ,7 二 一 一 一 一 . 
解 ri(sin'g 二 cos' yg) 二 a Er 


如 图 4. 34 所 示 , 所 求 的 面积 为 
a.lfs a? 
S -8 2 | 和 
ll 一 22_ 
一 4 | snd 于 (Fm 1 )d 


一 V2a: {2arctan (Vatan 序 一 1 ) 十 2arctan (Vatan 三 +1 ) ) 


亚 
2 
0 


一 2V2az {arctan(V2 一 1) 十 arctan(V2 十 1) } =2V2a’ 本 一 VZra2?. 


【2428〗 〈z2 十 史 ) :一 2a2zy ( 双 纽 线 ). 
解 壮 一 azsin2p (图 4.35)， 所 求 的 面积 为 


S 一 4。 去 | a’? sin2gdg=a?. 
用 参数 方程 的 形式 给 出 下 列 曲线 ,再 求 曲线 所 力图 形 的 面积 : 


2 


【2429】 局 十 y= 二 a ( 星 形 线 ). 


提示 邻 式 一 acos’t, y= 二 asin;t， 0<t 委 于 , 它 对 应 于 四 分 之 一 的 面积 ， 
解 设 rz 一 acosit， y= 二 asin’t， 
其 中 0 过 : 委 码 2 ， , 它 对 应 于 四 分 之 一 的 面积 . 所 求 的 面积 为 其 四 倍 , 即 


一 1 | 1 人 2 14 2 人 .6 _ 37xa’ 
S=4| ydz 一 4 《一 3a sin' tcos ti)dt 一 12a (sin’t— sin Ddt=— ~ 
0 至 0 


[2430】 王 十 光一 cz2y。 
提示 令 y=iz. 
解 设 > 一 好 ， 则 曲线 的 参数 方程 为 


(一 ceo<t< 十 co) 


加 
了 + 


利用 对 称 性 知 , 所 求 的 面积 为 
s=-2|1 ca a(l—3t) 3 dr). 


oo 经 
和 Md 2 (| td | af 
因为 
Zrdz _ El __ (nn 3)a x" 4 


(atbzr)™ (n+l—4mblatbr)"! blntl—4dm) (aa 十 5zt y™d ” 
所 以 ， 


广 ee £3 二 3. too _3f 
o GHz 5(01 十 2 + 二 上 de | 让 


十 oo 
于 是 ，S 呈 oj Trt de 又 因 


Zrdr _ PT 1 ee nd 工 ") 
(a 


(a 十 pz4)m” 4a(1 一 1)(a 十 pz 1 4alm—1) 二 br')™! ” 
所 以 ， 
十 ee £ 十 oo 六 £2 -| 2 
| qf st) +) qt) of 
5. 三 名 -总 | ££ dz. 
8 | 401+r) 十 到 32 Jo 工 十 闪 
s—la[” -Eid 
zx? 1 -人 六 VZz 十 A/ 六 V2 a gz] 
[es dz 一 了 十 2arctan 一 -一 (ab>0),， 
we yal HE VZz 二 A/ 到 A/ 到 
1 £ 1 人 fvV2it+l V2t 
即 得 | 二 dt 况 ( RB an 1 一 多 | 


考虑 到 上 述 式 子 右 端的 函数 arctan 区 在 (0, 十 co) 中 的 1 二 1 点 不 连续 ,并 且 


. V2 一 工 _n 
lim arctan Pipi 及 ,lim arctan J]— ri 
于 是 ， 
十 co £2 1 ££ og £2 
| id 一 | TFrdt+ | Itr 
1 £2—V2t+1 | 1 | 绊 一 2 十 1 | ™ 
= 一 |1 十 2arct + /nt ly 5 
人 0 4WV2 “十 本 十 1 eran 一 1 
2 /2x 
十 区 
-和 (于 + 诗 )- 员 
后 得 所 求 的 面积 为 S= 糙 rw. 


x* ) 参阅 “函数 表 与 积分 表 ”(JI. M. 雷 日 克 ， H.C. 格拉 德 什 坦 ) 第 64 页 “(2. 133)2”. 
x ) 参阅 同 书 第 64 页 “(2.133)1”. 
#* xx) 参阅 同 书 第 64 页 “(2. 132)3”, 


8》6. 弧 长 的 计算 法 
1 ” 直角 坐标 系 中 的 弧 长 ”一 段 光 滑 ( 连 续 可 微 ) 曲 线 yy(z) (ae 委 z 委 久 的 弧 长 等 于 
5 一 WwW1 十 y (xz) dz， 


2” 参 数 方程 所 给 曲线 的 红 长 ” 若 曲 线 C 由 参数 方程 
T=7X(t), y=y(t) (wRD, 
给 出 , 式 中 zx(2),y(2)ECWM[w ,Tj, 则 曲线 C 的 弧 长 等 于 


了 
:=| VI (ty (dt. 
‘o 


3” 极 坐标 系 中 的 弧 长 ” 若 r 一 r(9) (ao 委 y 秋 0)， 
式 中 r(yp)E CV[a,B], 则 相应 曲线 段 的 弧 长 等 于 


= 上 | Vp Tr dy. 
关于 空间 曲线 的 弧 长 可 参阅 第 八 章 . 
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求 下 列 曲线 的 弧 长 : 
【2431]】 y=zxi (0<zx<4). 
解 ” 所 求 的 弧 长 为 


5 一 [ A/ 1 十 二 rdz 一 加 (10 wW10 一 1). 


【2432】 y:=2pr (0 委 x 委 zo). 


解 y 一 二 ,VIT 一 1 让 1 十 才 = 二 2. 所 求 的 弧 长 为 


V2 Yr 


fr 1 vpi2r, _ | zzd 
:一 2j， 万 J M22] VPt2rde) 


-5 二 VatpT255+; 告 m(Vz+Ve+ 各 )| 


z0 


0 


VXo +A/ xm 十 去 
=2A/ mm 十 去 ) +pn( 一 一 


p 


2 
[24333 y=ach 过 从 点 A(0,a) 至 点 B(6,h). 
解 ” 所 求 的 红 长 为 


人 b 5 本 
= | /1+sh: 三 dz= | ch 2 一 ash 之 一 VETa 
a 0 a a a 


x ) 由 于 h 一 ach 和 , 故 sh 全 一 =A/ch’ 一 二 VAh 2—a’ 


{2434] y=e: (0<7r<xo). 


解 ”所 求 的 弧 长 为 
fm 2 1, Vite*—1l\|”" 
-=| Vie dz 人 tn ) | 


n 
" Vites + 2 Ti 


2z, 
z+ VITes nit Vite® 
1 十 V2 


光一 二 lny (1<y<e). 


2z0 — 一 
= ViTe 一 V2+ 枉 SI 二 em 一 1 1 1 V2 1 


[24351 z= 于 


解 ” 所 求 的 弧 长 为 
J 


[2436] y=aln 去 二 — (0 和 xz 委 0<a). 


解 一 卫生 7，VITyT7 一 手 寺 三 ,所 求 的 弧 长 为 


b 2 2 
:= | eH draln te,. 
oa’—zx a—b 


【2437】 y=lncosx (0<r<a< 子 ). 


解 ”所 求 的 弧 长 为 
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5 一 [ V1lt+tan: zdz= [ dz 一 Intan( 亚 十 全). 
0 


0 COST 


/i 
【2438] z=aln Ye Yay (0<<py> 委 ca) 


y dy 
= [eg ne 了 
s | yd aln p- 
2 ”) 
[2439】 y= (0o<z< 襄 ) 
2ar: 
_, | 1 0 25 
解 如 图 4.36 所 示 . 设 y 一 上 z， 得 2 
a 
y+ 
当 0<zx< 计 a 时 , 0<1<Y5 (一 半 缴 长 ). 
图 4. 36 


.4dat , _ 2at!++ 6ar’ 7 i 2at Vt’+4 
THD FD VT ty PFI 


所 求 的 弧 长 为 
RE 2at VET4 ,fe singdg “7 
5 o 二 1 dt= 32a | cos: 0(1++3sin: 0) 


EE 
3 


2 
32af dz … 和 3al3 1 .3/3 ”人 万 
2 = 3 .Ln 3 
4 和 16 


3 !' x? (2 一 委 ) 3 -+ 三 ， 
=4(1+33n ti ). 
2 
x ) 原 题 误 为 史 一 区 一 , 现 按 厌 答案 也 以 改正 . 


xx xx) 设 i 二 2tanb. 
#* x# x#) 设 二 cosb. 


【2440】 xz 十 六 二 a ( 星 形 线 ). 
3 4 
解 y= 一 /之 ,VIiT77= (如)”. 所 求 的 弧 长 为 
1 
一 ° a 3 一 
:一 4 (二 ) dz 一 6a. 
2 2 
[2441] xz 一 全 coszt， 3 一 全 sin c 二 a: 一 上 (椭圆 的 渐 屈 线 ). 
2 

解 ”VZF 下 7 一 3 sintcost VBECOSE 下 GTSIGT， 所 求 的 弧 长 为 

一 4 仁 3c si VreomiTarsinid—— le 2 ? —b)sin’ 

s 4 5 Sintcost 82cos2t 十 azsin2tdt 3ablar py {B+ Ca’ —b)sin’t) 


R24423” zx=acos't, y=asin't. 


解 ”Vi 十 y,? 二 4asintcost wcos4t 十 sin4t。 所 求 的 弧 长 为 


_ 传 ，， Tri 人 l,l/.,, 1 
s | 4asintcost Vcos isird=za| 2 (sinzt ) 十 去 d(sinz; 去) 


EE 
2 


#_4(a—b) 
ab “ 


© 
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2 


sin2zt 一 去 +A/ 立 (cos't sin’t) 


simt 一 到 1 
- 圳 一 z cos4t 十 sinet + 万 


2 V2 0 
1 
一 ] 1 十 二 ln(1 十 V2) ja. 
[Hat 
【2443〗 z=a(t—sint), y=a(l—cost) (0<t<2n). 
解 ” 所 求 的 弧 长 为 


:= VT Tsimid—2a | sin dt—80. 
【2444】 > 一 a(cost 十 isint) ， y= 二 a(sint 一 tcost) (0 二 1 记 2x) 〈 圆 的 渐 伸 线 ). 
解 zi 一 atcost， 光一 atsint， Vzxr 十 yr 一 at 所 求 的 弧 长 为 
5 一 | atdt=—2x’a. 
【£2445]! x=a(sht—it), y=a(cht—1) (0&i1&T). 
解 ” Vz 十 y 二 VY2a Vchit 一 cht. 所 求 的 弧 长 为 
arcan VehT sin2 xz 


了 chT 
:=—| V2a VEd=vV5o| Ad =2V2a 一 一 dz 
9 1 0 十 1 时 COS z 


之 arctan Vch7 


sinz _ 1 Ws 
一 2V5a| 5 也 Intan( 至 + 这) } 


2coszz 


=V2a( VchT VIiTchT—V2)—V2alln( VechT + Vi 于 chT) 一 In(1 二 V2D)] 
是 
Vzch 六 + VT 
V2 十 1 


开 
4 


=2a (ch 也 VET 一 1 ) 一 VZan 


x*) 设 0 一 chi. 

< xx) 设 0 一 tanzz. 

* xx) VITeT= VZch 节 . 

【2446】 -一 cp? 〈 阿 基 米 德 螺 线 ) (0 委 p 委 2z). 
解 ” 所 求 的 弧 长 为 


2x 
s=— | VipTe dp=a(EVPTI+YIn(gt VP TT)) 


2x 


0 


=a{x ViT7 十 去 In(2x 十 vIT 二 之 )}. 


【2447】〗 r=ae™” (m>0) 当 0<r<a. 
解 0 二 r<a, 一 o< 二 gp 过 0. 所 求 的 弧 长 为 

:| Vie famemdg-a Va Ti evdp= te. 
一 oo 一 oo m 


[2448] 7 一 4(1 十 cosp)， 
解 Vr 十 r 一 2acos 分 . 所 求 的 弧 长 为 


一 ? | 2 dp= 
s ?| 2acos 2 dp 8a. 


[2449】 + (lgl<). 


=— Pp. 
l+cosg 


2pcos 全 


/zsinp FT 2 
解 (1+cosg)’’ "tr (1 十 cosp) 所 求 的 弧 长 为 


197 


| 
Mb 
必 
一 
En 
人 
总 
一、 
心 | 
十 
ws 
Se 
十 
多 
~ oO 
os 
nn 
A 
es 
~ 
| 
co 一 
呈 
人、 
四 
8 
So 
十 
[Ey 
总 
She 
ee 
— 
GUE] 


=p{Y2+In(2++1)}. 


[2450 一 asins 号. 


解 V7 二 rT 一 asin? 人 (0<p<3x) (图 4.37)， 所 求 的 弧 长 为 


A 
5 一 全 asin’? 名 dp= 加. 2 () D 
0 rr 
我 们 甚至 可 以 证 明 ， 
1" 弧 人 为 弧 GABC 的 三 分 之 一 ， 
wo ~ 个 \ Cc 

2” OA ,4AB, BC 之 间 依次 是 等 差 的 ,其 公差 为 “人 /3 

不 仅 如 此 ,我 们 还 可 以 证 明 更 一 般 的 情况 ， 图 4.37 

曲线 ;r=asin" 妈 (x 为 正 整 数 ) 之 全 长 为 
(2k—2)11! _ 
tap 1 11 7 一 2&， 
(2+ D1! 2 ! Ra, n= 二 2k 十 1. 

[2451] r=ath 全 (0 委 p 委 2m). 

一 和 .1 
解 r= 2 1 
5 2 
到 十 ”一 A/4shz Oech 全 十 1 一 Vshigt1 
2ch? 六 2chz 名 
2 
__achyp cache _ a(1 1 (4 1 ) 
2ch? 多 1 十 chp 于 5 a 2chz 孚 * 
所 求 的 张 长 为 


2x 


一 4(2r 一 thr). 
0 


2n 1 
5 一 Q| 1 一 do==a( o 一 th 全 
| 2chz 分 (r 2 ) 


【2452】 gp-= 记 (r+) (CGI<r<3). 


解 万 一 2rg 十 1 一 0, 两 边 对 gp 求 导 , 得 2rr 一 2gr 2r 一 0 即 了 一半 ,从 而 VPF 二 7 一 所 二， 
一 一 5 一 一 


避 | 一 


dg 一 喜 (1 一 去 )dr 所 求 的 缴 长 为 


:一 去 rn 二 +rr—l 
2 J1r—1 7 


1f 1 1 
dr 二 也 [| (r+ 地)dr=2 二 却 In3. 
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【2453】 证 明 : 椭 圆 z 一 acost,y 一 psint 的 弧 长 等 于 正弦 曲线 ?一 csin 元 的 一 波 之 长 ,其 中 c= Va —b. 


证 ”对 于 椭圆 ,其 全 长 为 
51 一 全 Va’ sin’ t+ bcos’t dz 一 Veeeomd=a|” Veeomd=al” V1l—e sintd. 
对 于 正弦 曲线 ,其 一 波 (x 由 0 到 2x6) 之 长 为 
52 一 人 / 1 十 各 cos 六 dz 一 三 Vb tc costdt= | Veeamd-a|” V1l—e sin:tdt. 
所 以 ,s 一 % ,本 题 得 证 . 
【2454】 抛物 线 4ay 二 x? 沿 Ox 轴 滚 动 .证 明 : 抛 物 线 的 焦点 的 轨迹 是 悬 链 线 . 
解 ” 如 图 4.38 所 示 , 设 抛物 线 切 Oz 轴 于 点 A(s,0),O' 为 抛物 线 的 顶点 ,P 为 焦点 , 且 OY 为 对 称 轴 ， 
OX’ LOY ,过 4A 作 AB OCX“ 
引入 参数 O'N 二 1, 则 由 抛物 线 的 性 质 易 知 : P'N | Ox， 
OB=2O'N==2t. 从 而 有 


2 2 2 
AB= 必 = 二 ， AN=1,/1+ 三 ， 
4a a a 
2 I 2 t 
一 | 1+ (去) dz 一 上 I 十 (二 ) 


PIN=aA/I+( 工 ) . 
于 是 ,焦点 P 的 坐标 x,y 由 参数 上 表 出 : 


AN 二 1+( 
a 


y=P'N=aA/1+ (于 ) . 


由 (1) 式 得 


反 一 二 十 1+(£) ， e 二 一 一 二 十 


a 
. 图 4. 38 
上 面 两 式 相 加 ,得 叶 十 e- 于 一 2A/ 十 (二 ) . 


区 
a 


之 


再 以 (2) 式 代 人 上 式 , 最 后 得 y= (ete: 
这 说 明 抛物 线 的 焦点 的 轨迹 是 悬 链 线 . 
【2455】 求 曲 线 y 一 土 (二 一 x)Vz 的 封闭 部 分 与 等 周 长 贺 周 所 分 别 图 成 的 面积 之 比 . 


)=ach 


解 当 x=0 及 xz 一 言 时 ,y0. 此 曲线 所 围 图 形 的 面积 为 
Si=2| (zx)rdr=— 


135V3 
此 环线 的 周 长 为 
全 1 3Vry §/ 1 ,3Vz 4 
一 2 1 十 | 一 -一 基 | dzx= 二 jdr= 一 一 
下 ( 埃 + 党 )*- 才 
、 4 2 4 
=2xR, ,R= .网 入 2 一 ?2 二. 
按 题 设 有 后 xR, 所 以 ,R 3 圆 面积 S 二 xR 27 
S 2 
于 是 ， a .7 本 
5 所 0.73 
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$ 7. 体积 的 计算 法 
1 由 已 知 模 截面 计算 物体 的 体积 ” 若 物 体 的 体积 V 存在 , 且 S= SCz)(o<xz<b) 为 物体 的 横 截 面 面 
积 ,此 横 截 面 经 过 点 工 且 垂直 于 Oz 轴 , 则 V= | scopdz. 


2” 旋转 体 的 体积 曲 边 梯形 
a SIEb, 0RKYy Ey (z)， 
绕 Oz 轴 旋 转 所 成 旋转 体 的 体积 等 于 
v.—«| y’* (x) dz. 
在 这 里 y(x) 为 单 值 连续 函数 . 在 更 一 般 的 情形 下 ,图 形 
a rb, yy Sy (7), 
绕 Oz 轴 旋 转 所 成 的 环 状 体 的 体积 等 于 
v=z| [y: Cx) — yi (zx)Jdz. 

这 里 1 《xz) 和 yz2 (zx) 是 非 负 的 连续 函数 

〖2456】 求 顶楼 的 体积 ,其 底 是 边 长 等 于 a 及 的 矩形 ,其 项 的 


棱 边 等 于 c, 而 高 等 于 hh. 
解 ” 如 图 4. 39 所 示 的 顶楼 , 取 xz 轴 向 下 , 则 有 


a 


h h 一 
v=| yzdz 一 | 2 (2 cz 十 cjdz 
0 0 


一 去 .2 二 和 二 妇 十 和 。 广 尼 一 各 (2 十 c， 


【2457】 求 截 模 形 的 体积 ,其 平行 的 上 下 底 为 边 长 分 别 等 于 A,B 和 a ,6 的 矩形 ， 
而 高 等 于 六 


解 如 图 4.40 所 示 ,00 一 今 ，QQ'= 号 ，OQ=A 
、 7 h— A 一 
设 OP 一 z, 则 PP'=2+- (3). 
太 ;_b ,hh—zr/B—6b 
同样 可 得 LP 一 了 十 = ) 
从 而 ,面积 


一 _ ni zy _ 工 
KLMN 一 ab 十 (4 一)(B 一 六 (1 一 严 ) 十 [aCB 一 发 十 WA 一 ao](1I 一 去) 


= f(x)., 
于 是 ,所 求 截 模 形 的 体积 为 V 一 [f(z)dzx 一 各 [C2A+a)B+(2a 十 A)5]. 


【2458】 求 截 锥 体 的 体积 ,其 上 下 底 为 半 轴 长 分 别 等 于 4,B 和 a,b 的 椭圆 ,而 高 等 于 
解 同 2457 题 , 任 一 平行 于 上 下 底 且 距离 下 底 为 z 的 截面 为 一 椭圆 ,其 半 轴 分 别 为 


4 =a 十 (1 一 六 ) (4 一 a) 及 =b 十 (1 一 天)(B 一 6b)， 
从 而 ,此 截面 的 面积 为 
Sz)—nab = (ab+ (A—a)(B 一 办 (1 一 这) +[atB 一 D+5(A 一 0)](1 一 兰 )). 


于 是 ,所 求 的 体积 为 V= [ SCz)dr 一 登 [(2A+a)B+(A+2a)6]. 


【2459】 求 旋转 抛物 体 的 体积 ,其 底 为 S, 而 高 等 于 HH. y 
解 不 失 一 般 性 ,假设 抛物 线 方程 为 y 二 2pz， C 
绕 Or 轴 旋 转 , 如 图 4.41 所 示 . 记 OA= 万 ,OB 一 zx, 按 假设 有 
S—nAC’ =x(2pH)=2rpH, < 加 
O 3 


距 原点 为 z+ 的 截面 面积 为 


S(r)=rny: =—=2rxpr. 
号 SH 
于 是 ,所 求 的 体积 为 ”V= [ SCz)dz 一 xzp 有 下 一 > 图 4.41 
【2460】 设立 体 之 垂直 于 Oz 轴 的 横 截 面 的 面积 S=SCz) 依 下 面 的 二 次 式 规 律 变化 : 
S(r)=Ax’:++Bri+C (cz 和 0)， 
其 中 A,B 及 C 为 常数 . 证 明 : 此 物体 之 体积 等 于 


V= 吕 | so+4S( 呈 2 


2 


)+sco) |， 
其 中 互 一 0 一 a (辛普森 公式 ). 
证 Y 一 | (Ax*+Bz+C)dz 一 合 ( 扩 一 a) 十 全 (F 一 41) 十 C6 一 a) 


b—a 
6 


HL 
6 


[24( 刀 十 cp 十 az ) 十 3B(a 十 2 十 6C] 


[CAa: 十 Ba 十 C) 十 (A 十 Bb 十 COC) 十 A(a* 十 2ab 十 相 ) 十 2B(a 十 b) 十 4C] 


= | sw+sC)+4S( 呈 2) |. 


【2461】 物体 是 点 M(x,y,z) 的 集合 ,其 中 0 委 > 魏 1， 而 且 当 之 为 有 理 数 时 ， 0 委 z 委 1， 0<7 委 1; 当 之 
为 无 理 数 时 ,， 一 1 委 z 委 0,， 一 1 委 > 魏 0. 证明 :此 物体 的 体积 不 存在 ,尽管 相应 积分 


| S(z)dz=1. 
证 显然 ,对 任何 0 委 z 委 1 ,不 论 > 是 有 理 数 还 是 无 理 数 , 都 有 SC(z) 二 1. 从 而 ， 
| S(z)dz= | dz 一 1. 


下 证 此 物体 (V) 的 体积 不 存在 . 显然 ,无 完全 含 于 (V) 内 的 多 面体 (X) 存 在 ,从 而 ,这 种 (X) 的 体积 的 上 
确 界 为 零 , 即 (V) 的 内 体积 V .二 sup{XX} 二 0. 另 一 方面 ,(V) 的 外 体积 V" 二 inf{Y} ,其 中 的 下 确 界 是 对 所 有 
完全 包含 着 (V) 的 多 面体 (Y) 的 体积 了 来 取 的 . 由 于 0 委 z 委 1 中 的 有 理 数 和 无 理 数 都 在 0 委 z 委 1 中 是 稠密 
的 , 故 显然 知 , 上 述 任何 完全 包含 着 (V) 的 多 面体 (Y) 都 必 完 全 包含 着 点 集 (yYo ) = {(z,y,z)10 委 > 委 1; 
0 委 xz 委 1,，0 委 > 笑 1 以 及 一 1 委 z 委 0, 一 1 委 ? 委 0). 而 (Yo) 又 完全 包含 着 (V) ,并 且 (Yo ) 的 体积 Yo 一 2. 由 此 
可 知 V' = 一 inf{Y } 一 2. 于 是 ,VY. 尖 V” .故此 物体 (V) 的 体积 不 存在 . 


求 下 列 曲面 所 围 成 的 体积 : 

【2462】 在 十 次 =1, zx 一 人 +， z 一 0. 

解 ” 如 图 4. 42 所 示 , 用 垂直 Oy 轴 的 平面 截 割 ,得 一 直角 三 角形 
PQR. 设 OP 一 》, 则 高 QR 一 万 + ,从 而 , 它 的 面积 为 


z= 分 (1 一 站) 


1 


2 


£ 
于 是 ,所 求 的 体积 为 V2 党 (1 一 其 )dy 一 了 abe. 
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[2463】 于 十 站 十 气 二 1 ( 椭 球 面 ). 
a pb c 
提示 用 垂直 于 Oz 轴 的 平面 截 祷 球面 ,其 截 痕 为 一 椭 回 , 易 知 其 面积 为 


2 
SC =nbe (1 到 ) ， 一 a 魏 魏 4. 


解 ”用 垂直 于 Oz 轴 的 平面 截 椭 球 面 得 截 痕 为 一 椭圆 , 它 在 yOz 平面 上 的 投影 为 


由 此 显 见 其 半 轴 分 别 为 


从 而 ,此 椭圆 的 面积 为 


2 


S(z)=nbe(1 一 毒 )， 一 ao<xz<a. 


于 是 ,所 求 的 本 球面 的 体积 为 = | SCz)dz= | (1 一 至 )zbedz= 寺 notc 


2 2 2 
[2464] 二 十 入 二 一 1，z 一 士 < 
提示 “方程 表示 的 图 形 为 单 叶 双 曲 面 . 用 平面 xz 一 户 截 此 曲面 ,其 截 痕 为 一 椭 园 , 劝 知 其 面积 为 
2 
SC 一 zab(1 十 气 )， — chee. 
[a 


解 ”方程 表示 的 图 形 为 单 叶 双 曲面 ,用 平面 x 二 h 截 得 椭圆 


zx? 2 


1 
(1+ 氮 】 z (1+ 乞 ) 


其 面积 为 
2 
SCz) 一 raif1+ 氮 】 ,— che. 
世 


于 是 ,所 求 的 体积 为 VvV =r] (3+ 每 ) 扫 一 名 xabe. 
[2465】 x 二 z=a?,y: 二 xz: 二 a?, 
提示 过 点 (0,0,z) 重 直 于 Oz 轴 作 一 平面 ,在 所 给 立体 上 截 出 一 个 
正方 形 , 其 面积 为 S(z) 一 ad 一 好 ，0 委 >z 委 ca, 它 对 应 于 和 八 分 之 一 的 体积 . 
解 ”如 图 4.43 所 示 , 过 点 M(0,0,z) 垂 直 于 Oz 轴 作 一 平面 ,在 所 给 
立体 上 截 出 一 正方 形 ,其 边 长 为 Vo 一 过 ,所 以 ,其 面积 为 
S(z)=a’— xz ,0< 妇 z 委 ca. 
于 是 ,所 求 的 体积 为 
v=s[ Car—z)de= Ha 
[2466】 x 二 Ty 十 z: 二 a?， Xx! 十 yr 二 ax. 
解 如 图 4.44 所 示 , 过 点 M(z,0,0) 垂 直 于 Oz 轴 作 一 平面 ， 
在 所 给 立体 上 截 出 一 曲 边 梯形 ,其 曲 边 由 方程 
= Vy 
给 出 (上 半 面 ) ,其 变化 范围 为 ; 
一 Var 一 x 人 y 信 Var 一 x (如 图 中 ABCD). 


从 而 ,其 截面 积 为 
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一 C 


于 是 ,所 求 的 体积 为 


Vv =z| SCz)dz 
D 


一 2 [ | 二 二 一 a 寺 xz 主 十 (az 一 z2)arcsinA /一 工 地 
Q 十 工 


-于 “二 [( 村 一 二) 一 (让 me 一 Me) 


图 4. 44 


【2467】 >z: 一 (ae 一 z) ， zx’ 二 y=ax. 
解 ” 先 求 体积 的 四 分 之 一 部 分 ,截面 积 为 


War 一 z2 “ 
SCz) 一 | Vb(la—zx) dy 一 Var—zx: Vb(a—zx). 
0o 
从 而 ， 地 V= [ S(z)dz= [ Vazr—zx: Vb(la—z) dz 一 VB [ Vx (a— 
0 0o 


z)dz 一 亩 a Vab. 
于 是 ,所 求 的 体积 为 ”V== 半 a* Va5. 


【L2468} 互 + 各 = (0<z<a). 

解 ” 固 定 z, 则 截面 为 一 椭圆 ,其 面积 为 P(z) 一 raz. 
于 是 ,所 求 的 体积 为 V= | PCc)dz=xo 上 zdz 一 开 -， 

【2469】 zz 十 > 十 对 一 1，z 一 0，y 一 0，z 一 0. 


解 固定 >, 则 截面 为 一 直角 三 角形 ,其 面积 为 


P(z) 一 二 (1 一 它 )2. 
2 
1 1 1 人 4 
于 是 ,所 求 的 体积 为 V= [ 到 CI 一 2)?dz= 冯 |， (1—2z’ 二 zi )dz 一 15 


注意 曲面 zx 十 y 十 于 一 1 关于 平面 z 一 0 对 称 , 故 它 与 三 个 平面 x 一 0,y 一 0，z 一 0 围 成 的 图 形 有 两 个 ， 


一 个 位 于 Ozy 平面 之 上 ,一 个 位 于 Ozy 平面 之 下 ,彼此 是 对 称 的 (关于 Ozy 平面 ), 从 而 ,它们 的 体积 相等 ， 
我 们 以 上 求 的 是 位 于 Ozy 平面 之 上 的 那 一 个 图 形 的 体积 . 


【2470】 zx 二 yy: 十 2? 十 xy 十 yz 十 zz 二 a?. 


解 ” 不妨 设 a 二 0. 此 为 一 有 心 椭 球 面 . 固定 z, 得 在 平面 xzOy 上 的 投影 为 
Ti 二 xy 十 y :十 zz 十 zy 十 (zx? 一 qa’) 二 0， 


了 
此 截面 的 面积 为 S(z) L ”= 一 8r4， 
(0 
4 
其 中 
1 多 
1 王 坪 
il zx | _2z—3¢ 
A 1 2 | 一 4 ， 


2(3a: 一 2z2z ) 
小 S(z)= 二 一 一 一 一 —， 
所 以 之 3 


z 的 变化 范围 为 适合 下 述 不 等 式 的 集合 : 
2z2 一 3a2 坟 0， 即 |z| 委 eo 


EE 2 2 2 3 
于 是 ,所 求 的 体积 为 V= 人 Yqs— 4x. 


x ) ”此 公式 详 见 T. M. 菲 赫 人 金 可 尔 蒋 著 《 微 积分 学 教程 》 第 二 卷 第 一 分 册 第 330 目 7. 
【2471】 证 明 : 将 平面 图 形 ac 委 z 委 0,0 委 > 魏 >(z), 绕 Oy 轴 旋 转 所 成 的 旋转 体 的 体积 等 于 


6 
V, =2r| Xxy (xr)dz. 


这 里 y(x) 为 单 值 连续 函数 . 
证 AV,= 二 x[ (x 十 Az)?* 一 zjy(x) 守 2xxy(x)Ax. 于 是 ,所 求 的 体积 为 


b 
V,—2x | XIy(x) dx. 


求 下 列 曲 线段 旋转 所 成 旋转 体 的 体积 : 
【2472】 ?一 多 工 六 (0 委 z 委 ca) 绕 Oz 轴 ( 半 立方 抛物 线 ). 


解 所 求 的 体积 为 V= 你 | (EE) dr ra. 


a 
【2473】 y= 二 27x 一 x* ,y= 二 0: (1) 绕 Oz 轴 ; (2) 绕 Oy 轴 . 
解 令 y==0 得 x=0 或 x==2. 于 是 ,所 求 的 体积 为 


2 2 
(1) v.=x| (27— x) dzr— (2) v,=2x| z(2z 一 好)dz 一 

0 [9 
【2474】〗 y= 二 sinx+， y= 二 0 (0 委 z 委 r):(1) 绕 Oz 轴 ;(2) 绕 Oy 轴 . 
解 ” 所 求 的 体积 为 

x 2 x 
(1) v.—«| sinzdz 一 斑 ; (2) Vv,=2r | Zsinzdz = 2x:. 

0 0 

TX 2 站 
〖【247S】 y=6( 过 ) ， > 下 | | :(1) 绕 Oz 轴 ;(2) 绕 Oy 轴 . 
解 ” 交 点 为 (a,b) 及 (一 a,6b).， 所 求 的 体积 为 
一 /pT x pe = [ ay_ ay ab 

(DV, 2x|. (每 -)dzr 一 入 abr， (0 Vr| (入 ~)4y= 马 4 


【2476】 > 一 se， y= 二 0 (0 委 z<< 十 co) :(1) 绕 Oz 轴 ;(2) 绕 Oy 轴 . 
解 ”所 求 的 体积 为 


(1) v.=x[ edz 一 到 (2) v,=—«| (—Iny)*dy=2x. 
【2477】〗 十 (y 一 5)? 一 a? (0 过 a 声 b) 绕 Oz 轴 . 
解 太一 8 十 Vai 一 X,Y 一 6 一 Mai 一 x7 (一 a 之 x 坟 a). 所 求 的 体积 为 

v=r| C4 — dr—8br | VE dr=2nta’b. 
【2478】 zx: 一 xy 十 yy 二 a? 绕 Oz 轴 . 
解 ” 原 方程 即 y 一 xy 十 x 一 a? 二 0, 从 而 ， 


并 士 V4@ 一 3 
”nn ) 


了 2 


函数 的 定义 域 为 [一 启 e, 太 中 与 Oz 轴 的 交点 分 别 为 x 二 一 a 与 x 二 a. 于 是 ,所 求 的 体积 为 
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_ Za 
V, -中 于 (z+ Vda’ 一 3 让 )dztn | 二 e+ Vda —3r ): T(z da —37x "|| 
o a 


2 
一 | (4a2z 一 2z2 十 2z Via:—3x )dx 十 2 | 人 = Va —3r: dr 
0o a 


2 
"| 8 ， 
3 


a 


a 


一 也 (ar 3 


= sa s (4a2 一 3z2 ) 语 


【2479】 y= 二 e ”Vsint (0 委 z<< 十 co) 绕 Oz 轴 ， 
解 ” 函 数 定义 域 为 [2nx,(2n 十 1)x],(n 一 0,1,2,…). 于 是 ,所 求 的 体积 为 


加 ~ (2n 十 1)r 
(tpDr x . 
V, =x > e 2xsinzdz 一 > e 2( 一 2sinz 一 cosz) 
一 2mz 一 5 
n=0 n= Zn 
Rx rn TX ez 十 1 区 
三 一 (e 天 十 1) e 一 到 。 = 区 一 pF 
5 人 5 "ew™ Se ™) 


【2480】 > 一 ca( 一 sint) ，y 一 a(1 一 cost) (0 委 ! 委 2r),y 一 0: 
(1) 绕 Oz 轴 ;， (2) 绕 Oy 轴 ; (3) 绕 直线 y==2a. 
解 ”所 求 的 体积 为 

2r 


2r 

(1) v.=—x| a (1l—cost) dt=5ma’; (2) Vv,=2r | a (1— sint) (1— cost)’:dt= 6ma’; 
o 

(3) 作 平 移 : y==y 十 2a, x 一 x 则 曲线 方程 为 ， 


X=a(t—sint), y=—a(l+cost), 
及 y= 一 2a. 


于 是 ,所 求 的 体积 为 =x| [4az — a (1+cost)’ Ja(l— eost) dt=7r 4a. 
0 


[2481】 .rz 王 csinsz，y 一 pcossl (O02N): 
(1) 绕 Oz 轴 ; (2) 绕 Oy 轴 . 
解 ” 所 求 的 体积 为 


了 . 至 至 11 Ily") 
(1) V, =2x| (BP cos't) (3asin’ tcost) dt = 6rab’ (上 cos’tdt— 上 cos’tdt ) =6nxab (中 1 8 ) 
0 0 0 71!1 911 
= jr 


(2) 利用 对 称 性 ,只 需 将 上 述 答案 中 a,6 对 调 即 得 V, — 计 rab. 
x* ) 利用 2282 题 的 结果 ， 
【2482】 证 明 : 把 平面 图 形 


0 委 o 委 9% 委 用 xz， 0 委 委 -~(p) (9 与 > 为 极 坐 标 ) 
8 


绕 极 轴 旋 转 所 成 旋转 体 的 体积 等 于 v= 等 | (Cg)sing dg. 
证 证 法 1; 
微小 面积 元 dS= rdpdr 绕 极 轴 旋 转 所 得 微小 环 状 体积 元 
dV=2xrsingdS= 2rr? singdgdr. 
于 是 ,所 求 的 体积 为 
V=2x 上 singdg | 


rdr= 笃 f r (9g)singdg. 
证 法 2: 
应 用 直角 坐标 系 下 的 古 尔 丹 第 二 定理 “来 证 明 . 对 于 微小 面积 元 ， 


它 的 质心 可 以 看 成 在 点 (总 reosg, 二 rsinp) 处 (图 4. 45). 
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于 是 ,面积 元 2 


dV 二 2x 二 3 Sing 了 2 2 ,z ay. 


于 是 ,所 求 的 体积 为 v= 竺 rCpsingdy. 
x*) 参看 2506 题 . 
求 下 列 由 极 坐 标 或 直角 坐标 给 出 的 平面 图 形 经 旋转 后 所 成 旋转 体 的 体积 : 
【2483】 -一 a(1 十 cosp) (0<p<2n): 
(1) 绕 极 轴 ; 〈2) 绕 直 线 rcosp= 一 全 


8ra3 


解 (1) v= 冬 [ a (l+cosg)’ sinpdp 一 3 
[9 


(2) 方法 1; 所 求 的 旋转 体 的 体积 为 
V =2x [ 7 (全 reosp+ 全 )dy 一 4 [ teow epiot 后 上 (1 十 cosp) dp 


| 


3 
1 ,xa 13 ， 3 
2 


一 (4ras + 到 ) [ COs :gdp+ 3 


3 
= 3 Ta nr dna .3° 
(4xa 二 至- ) 到 十 2 。 于 


(1) 在 的 表达 式 中 -3 rcosg 的 系数 志 是 把 微小 面积 元 集中 在 其 质心 (2 r,g) 处 得 出 的 . 


1.27 2 4 


注 
2k+1 一 ™ 下 _ (2k—1)(2k—3).…3.°.1 
(2) [ cos”'’ gpdep 一 0， [ coS“pdp 47 
方法 2: 


“… .根据 古 尔 丹 第 二 定理 可 得 所 


心脏 线 r 一 2(1 二 cosp) 的 面积 为 3232 ,而 其 质心 为 po 一 0， mm 一 辣 a 


求 的 体积 为 
3raz 13 ，， 


V=2x( 呈 二 和) 2 一 了 fa 


*) 利用 2419 题 的 结果 . 
< #) 利用 2512 题 的 结果 . 
£2484 (Cx:+y):=a (x —y): 
(1) 绕 Oz 轴 ; (2) 绕 Oy 轴 ; (3) 绕 直线 y= 工 . 
解 (1) 曲线 的 极 坐标 方程 为 于 一 az: (2cos:g 一 1). 
V:=2。 a [az (2cos’ gp— 1)]? singdg. 


由 于 | (2cos’g— 1)3 singdg 
一 - 记 | [CY2cosg)’— 1]3 d(V2 cosg) 
1 2 
-eve-s V2cosi gpg—1 十 总 InWgeosg 十 V2cos yp 一 1 | 十 C， 


和 4 
所 以 ， VV, 一 3 | coos 9 一 5) W2cos'p 一 T+ ln(VZcosp+ V 2cos yp 一 D| 


- 纺 [mE+ DD 一 |= 地 [Vanwz+D- 了 |] 


所 
4 


0 
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(2) 利用 对 称 性 知 ,所 求 的 体积 为 
V, 一 征 : 和 cosydg 一 4 Im Vcos’ 2pcospdy. 


令 sing 一 后 in, 则 Veos25 一 cosr，cospdp 一 言 cosrdr' 并 且 工 的 变化 范围 为 (0,-3 ). 于 是 ,得 
dna’ [3¥ 1 
3 Jo V2 3 Vi 
(3) 利用 对 称 性 知 , 所 求 的 体积 为 


rf a (i = /Cos Toos 一 工 sin d 
V in (3 9) dy 3 | cos 29 5 9 V2 ?jdy 


V= 


3 


= |, V cos 2pcospdy. 


和 用 是 (2) 的 生 摘 , 妈 得 
_ dxa’ 至 1 ， dxa’ 站 4 xa 3.1, rn_ na’ 
V 到 2 ， 所 5os xdr 3 cos xdzx 3 412 ”2 4 


【2485】 求 图 形 "< 委 r 委 < V2sin2g 绕 极 轴 旋 转 而 成 的 旋转 体 的 体积 . 
解 r=a 与 r 二 a V2sin2p ,在 第 一 象限 部 分 的 交点 的 极 角 分 别 为 一 否 及 6 一 计 ， 利用 对 称 性 知 ,所 求 
的 体积 应 为 
v=- 企 入 [6 Vasim2p) 一 oo]sinpdy 一 全 人 『 


SI 


(4V2 Vsin29 sin’ gcosg— sing) dy. 


[a 


| 
Fed 


为 求 上 述 积分 , 令 1= | wsin2psin2zpcospdp， ,= | Vsin2g cos’ pcospdyg, 
_1 . 3 2 
则 有 1 十 本 五 ， 
即 了 一 二 = 于 cosp(sin2p) 和 i (1) 
1 二 = | AM snapcospdp—y? | — tanp gj cotp 


x 1 十 tan 
令 tang 二 i， 人 项 微分 式 的 积分 . 积分 之 ,得 
I 十 了 二 去 sing Vsin2p 十 二 FInCsing+cosg— Vsin2g) 十 一 [ln(sing 十 cosp 十 Vsin2p ) 


+arcsin(sing— cosg) ]. (2) 
(2) 一 (1), 得 


五 一 3. ( 地 sing V sin2g 十 广 In(singTcosp— Vsin2p) 十 于 [ln(sing 十 cosp 十 Vsin2p) 十 arcsin(sinp 一 cosp)] 


8 
一 寺 cosp(sin2p) 诗 } 十 C 
从 而 ,得 
| Vanapsin? gcospdyg 一 言 十 访 
于 是 ,所 求 的 体积 为 - 
Votre | 4V2 (二 十 十 亚 ) 二 cosg ;~ 
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8$8. 旋转 曲面 表面 积 的 计算 法 
平滑 曲线 AB 绕 Or 轴 旋 转 所 成 曲面 的 面积 等 于 


P=2x | yds， 
式 中 ds 为 弧 的 微分 . 
求 旋转 下 列 曲 线 所 成 曲面 的 面积 : 


【2486】 y=zA/ 二 (Oo<z< 秋 a) 绕 Oz 轴 . 


-村 (e+ 合 )V (e+ 党 ) 一 (车) a(z+ 敬 )- 琴 -等 JY*+ 富 和 
3 7z 十 2 de a 
-和 , 寺 (+ 作 玫 外 写字 -本 (于 -Vs+ 容 )| 


13vi3 ,; ll1VI3 ,4xa’, 11+3 V13 
27 Te BT ra +t243 ln 2 


dna’ 3 二 VI3 
243 (21 Vist2n 3 ). 


【2487]】 y 一 acos 玉 (| zl 委 0) 绕 Ox 轴 . 


,xz /A 
解 y 一 一 20sm 2， Vity 
于 是 ,所 求 的 表面 积 为 


，2 NAT 
462 十 rz2azsin2 57. 


四 b 
P, =2x| y VITyTdz—2r | 
, _ 


CQ 工 之 2 2 32。，2 AT 
,DB OS 2 2 二 x a’ sin 26 dz 


一 4 和 | 1 A 2 a 22 TT Ab’ 
上 | resi 家 46: 二 na’ sin 25 pln 


b 
:TZ 2 2 2 ;2 TX 
nasin pt 45 二 wa’ sin Dp | ， 


2 2 2 2 
一 24 VR Tab ] 可 In Set Yb 二 ra 


【2488】〗 > 一 tanr (0O<x 和 二) 线 Oz 轴 . 


解 Viy7 一 ViTsewz 一 OS 了 +1 二 是 ,所 求 的 表面 积 为 


cos? 要 


/ 本 下 
P. = tanz VEO FHL dz—x | Veos'zt1d( 1 ) 
全 0 


COS2 工 


/rT 到 

| eS accos z+ V COs' x+ D]| -xl V2 十 ln C2 二 DGS "2 | 
S 0 

【2489】 yy 一 2px (0 委 z 魏 rz):(1) 绕 Or 轴 ; (2) 绕 Oy 轴 . 


解 (1) Vi 二 y7 一 XP 十 2 于 是 ,所 求 的 表面 积 为 


AZ 
P， =2«|" V2p7 de 人 [n+p VIpre tp —p]. 
TX 
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(2) VITz7 一 2 于 是 ,所 求 的 表面 积 为 
p,=4r | x ViTzrdy 
ME > EY dy y VP+iy dy 
| YH pF hn( yt VF) ]| 


2 
p’ 


工 | (pidr) Vom HT) ~ prln Vx oy p+ 2x | 


2 2 
【2490】 过 十 志 王 1 (0<6 志 qa):(1) 绕 Orz 轴 ， (2) 绕 Oy 轴 . 


。 2 ， 如 
解 CD 六 一 基 一 气 好 ， yy 一 一 二 T， 


y Vity’= Vy+(yy) ~—— 
于 是 ,所 求 的 表面 积 为 
Pp.=2r2 | Va’—e rx’ dz 一 2 (6 Va ear + earcsine) —2nb (b+ arcsine), 


其 中 。 一 人 < 一 和 是 椭圆 的 离心 率 . 


(2) 将 xz,y 轴 对 调 ,即将 x 轴 作 为 短 轴 . 于 是 ,在 所 得 出 的 y V1 十 y” 中 仅 需 将 a 与 5 的 位 置 对 调 一 


下 即 可 , 即 
Tp 5 
y VITy ?=F + 二 人/5 二 二 开 ， 
于 是 ,所 求 的 表面 积 为 
’ 2 2 1 2 2 C ?Cs 
卫 ， 一 2r 六 国 bz dz 一 2ra 一 5 /+ + 人 In 王 工 十 Pi 
-5 


-ov -人 和 (2 ] -se(e+ 基 .mn 计 3 


=2na (a+ 全 。 Tin| 对 Ga+e| }. 
【2491】 zx 十 (y 一 六 2 一 a (5b 之 a) 绕 Oz 轴 . 
解 此 圆 分 成 两 单 值 支 


4 


y=b+T VE 及 y=b- Vo. 
于 是 ,所 求 的 表面 积 为 


P.=2#| (b+ Va mr)— 一。 一 dz+2r| (6 a —zx) < dz 一 4rzap. 
TY J , 于 = 
2 


【2492 了 了 x3 十 洁 二 a 绕 Or 轴 . 

/zy To 
解 y 一 MN， wW1 十 y 一 二 
于 是 ,所 求 的 表面 积 为 


工 革 |“ 2 
P; 一 2 。 2x | (ai —x$)42rd za 一 -za _ 
人 


【2493】 y=ach 林 (zl 委 忆 :(1) 绕 Oz 轴 ; (2) 绕 Oy 轴 ， 
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解 (1) Vi 二 y= 和/sh? 于 十 1 一 ch 过， 
于 是 ,所 求 的 表面 积 为 
Pp, =2ra | ch 三 dz=2xe| (1teh 信 )ar=na (25+ash 2). 
(2) P， =2«[ zx VITydz=-2x| zch 王 dz 一 2ra (atbsh 和 一 ach 之 ). 


/一 
【2494】 士 zain eve 一半 一 VE 元 绕 Oz 轴 . 
解 


于 是 ,所 求 的 表面 积 为 
卫 . 一 2。 2x | y dy hna’. 


2 2 
z= Ye VITA -2 (0<y<0). 


[2495Y z=a(t—sint), y=a(l—cost) (0&1E27n): 
(1) 绕 Oz 轴 ; (2) 绕 Oy 轴 ; (3) 绕 直 线 > 一 2a. 


解 先 求 ds: 
ds 一 Vr y’ dt=2asin 辫 dt. 


于 是 ,所 求 的 表面 积 为 
2r 四 
(1) P, =2r | a(l— cost)2asin 译 di 一 16na? | sin3 udu— ra? 
0 [4] 


2x 2x 
(2) P, =2x| at 一 sint)2asin 二 de 一 4na? | (1— sint) sin 羡 d 一 16mza?， 
o 0 


(3) 作 平 移 zx=z，y 一 y 十 2a 则 y= 一 a(1 十 cost). 
32 ， 
一 二 Xa’， 


3 


2x 
P;= |2x| [~ a(l+ cost)2asin 去 d] 
oa 


*) 在 此 取 绝 对 值 , 是 由 于 被 积 画 数 始终 不 为 正之 故 ， 
【2496〗 >z== ccosst，y 一 asinzt 绕 直 线 y 一 工 


解 先 求 ds: 


3asintcostdt， 了 < ， 


ds 一 Vz 二 yy dt= 


利用 对 称 性 ,并 作 旋 转 , 即 得 所 求 的 表面 积 为 
一 和 之 ”并 加 加 A 加 了 
Pp a 2 VT dt j; VT a| 


了 
《asinst 一 Ccos3t) gavinteoudr| 


4 区 至 . 。 
一 六 | |， (asinst 一 acosit)3asintcostdt 一 “ 
于 和 


V2 
12za | 1 .s,,1 s\|¥ 1 .5 ,1 ， | 
一 一 sint 十 一 cosst 一 (一 sin5t 十 一 cos:t 

se [ (omet best) | (Honet deo) | 
一 癌 xaz(4V3 一 1). 


【2497】 > 一 <(1 十 cosp) , 绕 极 轴 . 


解 ds= Vr 十 ry dg 二 2acos dg, 3 一 rsinyg 一 4&(1 十 cosp)sinp 一 4acos 多 sin 于 


2 
于 是 ,所 求 的 表面 积 为 
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P=2x 上 Buzcost Psin Pdg—3na’. 
。 2 sin 2 dg 一 


【2498】 太一 a?cos2g:(1) 绕 极 轴 ， 〈2) 绕 轴 y 一 于， (3) 绕 轴 p 一 个 . 


二 a Vcos2gpsing, ds 一 一 -一 dp. 于 是 ,所 求 的 表面 积 为 
解 (1) y= 二 a Vcos2psinp，ds 7 
p=2. 2r | wzsinpdg 一 2ro(2 一 /2)， 
0 


(2) z 一 4 Wcos2pcosp (一 二 和 4 于 是 ,所 求 的 表面 积 为 


卫 一 2r 六 a Vcos2pcos dg= 2xa’ V2. 
a pcosg feo 
(3) xz 一 a WEos2pcosp， y=a Vcos2osing, ds 一 一 全 一 dp. 
X=a Vcosegpcosg y psing oe 9 


注意 到 在 一 持 志 pg 忆 子 内 恒 有 x 一 y 之 0, 于 是 ,所 求 的 表面 积 为 


P=2，: 2 天 二 ” 移 (cosp— sing dpg— SPE Csingt cosp) dr 
【2499〗 由 抛物 线 ay 二 a 一 x* 及 Oz 轴 围 成 的 图 形 绕 Oz 轴 旋 转 而 构成 一 旋转 体 . 求 其 表面 积 与 等 体 
积 球 的 表面 积 之 比 . 
解 ”首先 求 此 旋转 体 的 表面 积 . 
2 十 邱 
lil+y’:= a 4 9 
2 
2 2 /x’ 十 和 , 
从 而 P, =2 2 | (a ) 二 4 dz=8x [VY zr 十 全 d dz- 坚 | > 2, | 了 十 生 dz 
2 2 a 人 2z2 十 和 3 
- 叫 乞 了 二 十 伟人 x+ +e)|| 到 ( 8 1) z 十 乞 
加 *) 
(z+ < | | 
{75+ Inc2+Y5) | 
其 次 , 求 旋转 体 的 体积 . v=x| (和 
设 与 其 等 体积 球 的 半径 为 R, 则 4 一 16ne- ，R 一 /六 。 于 是 ,此 球 的 表面 积 为 


一 2 一 5 2 8na’ 3 
P=4xR’=4x 250 5 10 . 


ra’ 17 
8 [7v5+ 2 in(2+V5) | S114/5 417InC2 LE 


Pp 
最 后 得 到 天 = 
P? Se. 16 128 VIi0 


1.013. 


*) 利用 1820 题 的 结果 . 
【2500】 由 直线 z 一 刀 与 抛物 线 一 2px 围 成 的 图 形 绕 直线 一 户 旋转 而 构成 一 旋转 体 , 求 其 体积 和 
表面 积 . 
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解 ”所 求 的 体积 为 
和 2 生 2 旬 _4 
v,-,=| npi+ V2pr) dr— 上 np— v2pr) dze=dnp | V2prdr= np 。 

o 


旋转 体 的 侧面 积 为 
加 
Sn 一 | 2xn(pi+ V2pxr)ds+ | 2x(p— V2pr)ds=4rnp | ds 一 47 旋 六 / 1 十 大 dy 
a 


2 p 
= VF FF dy [YT TP + lyt VF) | 


=2xp’ [V2 +ln(l1+V2)], 
而 底面 积 为 
Sg =n(2p): =4rnp’, 
于 是 ,所 求 的 表面 积 为 
P=Sm+Sr™~2rp[L(2+V2)+ln(l tv2)]. 


3 9. 和 适 的 计算 法 . 质心 的 坐标 


1” 矩 若 密度 为 op 二 p(y) 的 质量 M 充满 了 Oxy 平面 上 的 某 有 和 界 连续 统 2 (曲线 ,平面 的 区 域 ) ,而 w= 
wly) 为 0 中 纵 坐 标 不 超过 yy 的 部 分 的 相应 度量 ( 弧 长 ,面积 ) , 则 数 


M= lim 2 pcy Hs)= | py' doly) (k=0,1,2,."*) 


maxlAy; 1-*0 人 

称 为 质量 M 对 于 Ox 轴 的 次 矩 . 

作为 特殊 情形 , 当 &=0 时 得 质量 M, 当 A 一 1 时 得 静 矩 , 当 上 二 2 时 得 转动 惯量 . 

类 似 地 可 定义 出 质量 对 于 坐标 平面 的 矩 . 

车 o=1, 则 相应 的 矩 称 为 几何 短 ( 线 抢 ,面积 矩 ,体积 矩 等 ). 

2 ”质心 均 质 平面 图 形 S 的 质心 的 坐标 (xo ,yo) 可 由 以 下 公式 来 定义 : 

RM Mt 
Zoo 一 -3S ， YT 

式 中 M1”, M1” 为 图 形 S 对 于 Oy 轴 和 Ox 轴 的 几何 静 矩 . 

【2501】 求 半径 为 a 的 半圆 弧 对 于 过 此 弧 两 端点 的 直径 的 静 矩 和 转动 惯量 . 

解 ” 取 此 直径 所 在 的 直线 作为 Oz 轴 , 圆 心 作 为 原点 , 则 图 的 方程 为 zx? 十 y* 二 a?. 从 而 ， 


y 二 Va 一 x 及 ds= VITy dz 一 dz 一 4 二 dx. 


于 是 ,所 求 的 静 矩 和 转动 惯量 * 分 别 为 
M= VE 一 大 和- 一 dz 一 2a?， 


AMWa2 一 工 
| 2 2 a 一 了 一 na” 
Rd 全 (a —x’) rd 2a [ We 一 7 dz 2 


【2502】 求 底 为 6, 高 为 疡 的 均 质 三 角形 平板 对 于 其 底 边 的 静 和 矩 和 转动 惯量 (o 一 1). 
解 ” 取 坐标 系 如 图 4. 46 所 示 ， 


Me 一 工 『 2d lr 2d 十 工 f『 2d 
i 7 YT 2 YT 


* 这 里 假定 p 王 1, 今后 有 类 似 情况 ,不 再 说 明 . 
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h h 
由 于 Wr)T Er, Y2 = ya (x) 一 5Z b)， 


于 是 ,所 求 的 静 矩 为 
,lrp 1 1 ph? ,, bh? 
MP 一 也 [ 生 zzdz 十 本 [ pr) dr =" 


c— 


b 
>’ 


又 由 于 1(y) =Fy， X2z 一 Zr(y) 一 0 十 
于 是 ,所 求 的 转动 惯量 为 
_bh’ 


Ad 一 ?zz 一 Zi)d -| : (6 b )dy 
2 了 2 1 272Qy o> ha>Y 12° 


【2503】 求 半 轴 长 为 a 和 4 的 均 质 椭圆 形 平板 对 其 主轴 的 转动 惯量 (p 二 1). 


解 。 不 妨 设 椭圆 的 方程 为 瑟 十 所 一 1,， 则 上 、 下 半生 图 方 程 为 


1 一 一 


于 是 ,所 求 的 转动 惯量 为 
RM 一 | y2 (za xz)dy=2| 人 /vy dy 


Ly, n= Vy. 


=4ab 站 sin pcos2pdp ”一 人 。 
至 于 Mz” ,由 对 称 性 知 , 只 需 在 Mz” 的 结果 中 将 a,6 对 调 即 得 . 所 以 ， 
Mon 一 220 
2 。 


4 
*) 设 y 一 bsiny. 
【2S043 求 底 半 径 为 > 和 高 为 疡 的 均 质 圆锥 对 其 底 平 面 的 静 矩 和 
转动 惯量 (o 一 1). 
解 ” 取 坐标 系 如 图 4. 47 所 示 , 则 
Mi 一 | = Pdz)dr， 


其 中 Pz)=ny = | Lr) | . 
于 是 ,所 求 的 静 矩 和 转动 惯量 分 别 为 
_arrfr 2 mh’ 
M, he ,Th Z) dz 一 12 


有 2 h rh 
M, 一 上 妇 P(z)dz 一 2 ， zh x) dr= 


-| 


图 4. 47 


【25S05】 证 明 古 尔 丹 第 一 定理 :平面 曲线 弧 C 绕 此 弧 所 在 平面 上 不 与 它 相 交 的 轴 旋 转 而 成 的 旋转 面 ， 


其 面积 等 于 此 弧 的 长 度 与 它 的 质心 所 画 出 的 圆周 之 长 的 乘积 . 


证 质心 (和 7) 具有 这 样 的 性 质 , 即 如 把 曲线 的 全 部 “质量 ?都 集中 到 它 上 面 , 则 此 质量 对 于 任何 一 个 轴 


的 静 和 矩 ,都 与 曲线 对 此 轴 的 静 矩 相同 . 即 


és—M,—| zds, 7s=M.=— | yds， 


式 中 * 表示 弧 长 .于 是 2r7s 一 2x | yd 


上 式 右 端 是 弧 C 旋转 而 成 的 曲面 面积 , 左 端 2xn 表示 弧 C 绕 Or 轴 旋转 时 其 质心 所 画 出 的 圆周 之 长 . 从而， 


定理 得 证 . 


【2506】 证 明 古 尔 丹 第 二 定理 :平面 图 形 S 绕 此 图 形 所 在 平面 上 不 与 它 相 交 的 轴 旋 转 而 成 的 旋转 体 ， 


其 体积 等 于 图 形 S 的 面积 与 此 图 形 的 质心 所 画 出 的 圆周 之 长 的 乘积 . 
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证 ”由 于 nS=M, 一 地 | yzdz， 所 以 ,2xyS=x | y*dz. 
上 式 右 端 即 为 旋转 体 的 体积 ,从 而 ,定理 得 证 . 
【25S07】〗 求 贺 弧 z 一 acosp，y 一 asinp (9o| 委 ac 委 zx) 的 质心 的 坐标 . 
解 显 见 y=0, 圆 弧 长 ;二 2aa. 由 于 
M,= [ Zds 一 [ azcospdp 一 2a2zsina， 


_ 2a’sing_ asina 
2aa a “ 


所 以 ， 


于 是 ,所 求 的 质心 为 《9288 ,0). 
【2508】 求 抛物 线 ;azr 一 y/,， ay 一 x:(a 汪 0) 所 围 图 形 的 质心 的 坐标 . 
提示 利用 2506 题 及 2397 题 的 结果 ,并 注意 对 称 性 . 
解 ” 利 用 古 尔 丹 第 二 定理 来 解 此 题 . 首先 ,此 面积 为 


*) 


2 
_a 
5 一 本 ， 


4 


人 _x _ 3xa’ 
体积 为 v=x| (ez 元 )dz= 10 


于 是 ,2mq 全 一 全， 一 中 利用 对 称 性 知 6 人 3. 


、 9a 9a 
于 是 ,所 求 的 质心 为 (20230) 
x*) 利用 2397 题 的 结果 . 


2 2 
【2509】 求 图 形 气 十 次 系 1 (0 委 z 委 a,， 0 声 y 志 5b) 的 质心 的 坐标 . 


解 首先 ,我 们 已 知 第 一 象限 燃 圆 的 面积 等 于 ze 
其 次 ,我 们 再 求 椭圆 绕 Oz 轴 旋 转 所 得 的 旋转 体 体积 , 因为 


如 
(0 x ), 


、 fF 2 一 4 2 
所 以 ， YY 一 Za 一 工 )dz 一 rap 。 


按 吉尔 丹 第 二 定理 ,我 们 有 2xy 2 一 ral ,1 一 怨 ， 在 结果 中 间 将 ”和 对 调 即 得 6 一 经. 


于 是 ,所 求 的 质心 为 《经 ,32)， 
nT LL 


【2510】 求 半径 为 a 的 均 质 半球 的 质心 的 坐标 . 
解 ” 取 圆心 作为 原点 , 则 球 的 方程 为 z? 十 十 二 a?. 


设 质 心 为 (6, 四， 显 见 6 一 7 一 0. 而 Ve 一 2 对 .将 贺 六 十 一 绕 Oz 轴 施 转 , 即 得 球 .又 


a a 4 
| zdv—x | zyrdz—x | z(az —z?)dz= "0. 
CV) 0 0 4 
Me bw 
4 1 一 4 3a 
最 后 得 到 [g 太一 下 下 一 全. 
3 


于 是 ,所 求 的 质心 为 (0, 0， 总 ). 


【2511】》 求 对 数 螺 线 r=ae™” (m>0) 
上 由 点 O( 一 2 ,0) 到 点 P(g,7) 的 弧 OP 的 质心 CCqgo ,ro) 的 坐标 . 当 点 已 移动 时 ,点 C 画 出 怎样 的 曲线 ? 
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解 ”质心 的 直角 坐标 为 
” 
。 | xds [ rcosp Va (1l+m’)e™dg 路- er cosgpdgp er (sing + 2mcosw) 
一 一 一 -一 ”人 2 . 
ds 站 VT Tm ) ew dy [ em dg 4m +1 


《站 


yds mp in oo 

可 人 一 |。 _ mae” (2msin cosg) 

同 法 可 得 7 [We ne Cog . 
(nD 


于 是 ,质心 的 极 坐标 为 


/ET7F "miew—— = 2mtang—l__ 2m, 
mV mV Tl ii PY tanpt2m 1 
m 


即 go 二 pg 一 a; 其 中 a 一 arctan 元: 
当 点 卫 移 动 时 ,点 C(w ,m) 画 出 的 曲线 为 


ma ma (po +a) 
merote), 


"mr V4m 十 1 


这 也 是 一 条 对 数 螺 线 . 
【2512】 求 曲 线 > 一 a(1 十 cosp) 所 围 图 形 的 质心 的 坐标 . 


解 计算 时 ,将 小 肩 形 的 重量 集中 在 其 质心 ( 子 reosg， 二 rsing) 处 . 由 对 称 性 知 7 一 0 而 
c= | yd _ 2 ‘reosp 到 dy _ 2 faa 十 cosg)’: cospdp 
| > 人 到 de ” [ateosg)’dp 


2a [ (1 二 3cosg+ 3cos’ g++ cos’ gq)cosgpdy 5a 


6° 


3 | (1 十 2cosp 十 cos:p)d9 
0 


5a 


于 是 ,质心 的 极 坐 标 为 go 一 0, "一 
【2513】 求 摆 线 zx=a( 一 sint) ，y 一 a(1 一 cost) (0 声 t 忒 2) 的 第 一 拱 与 Oz 轴 所 围 图 形 的 质心 的 坐标 . 
解 ” 由 旋转 性 知 &=xa. 由 于 面积 S=3xa**’ 及 图 形 S 绕 Oz 轴 旋 转 而 成 的 曲面 包围 的 体积 
V,=5ra"*’, 
利用 十 尔 丹 第 二 定理 "* "’ , 即 得 质心 ($, 力 适合 下 列 关 系 式 
2r7S 一 Y- 或 7 3x5S 于 。 3na 6° 
于 是 ,所 求 的 质心 为 “(xa, 罕 ). 


*) 利用 2413 题 的 结果 . 
x <) 利用 2480 题 (1) 的 结果 . 


xx xx#) 参看 2506 题 . 
【2514】 求 图形 0<z<a; y 委 22z 绕 Oz 轴 旋 转 所 成 旋转 体 的 质心 的 坐标 ， 


解 ”由 对 称 性 知 /一 0. 又 


于 是 ,所 求 的 质心 为 (本 oa,0). 
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[2515】 求 半球 式 十 十 z? 二 a: (z 之 0) 的 质心 的 坐标 . 
解 ” 由 对 称 性 知 ¢ 二 y=0 


” /7 a a 1 
[ z2rz WwW1 十 工 : dz "| 2nz Va 一 和 a dz 2xo| zdz 2xa Fe 
5 一 = 一 从 一 一 -去 人 一 六 
[ 2rz V1 十 z3 dz 上 zx Va:— zx? i dz 2zo| dz 0 


于 是 ,所 求 的 质心 为 (0, 0， 全) 
x ) 在 此 是 将 zx? 十 z?* 二 a? 绕 Oz 轴 旋 转 而 得 半球 面 . 


3 10. 力学 和 物理 学 中 的 问题 


组 成 适当 的 积分 和 并 求 出 其 极限 ,以便 求解 下 列 问题 : 

【2516】 杆 的 长 度 /二 10m, 若 该 杆 的 线 密度 按 规律 6 一 6 十 0. 3z kg/m 而 变 ,其 中 z 为 到 杆 的 一 个 端点 
的 距离 , 求 杆 的 质量 . 

解 将 杆 等 分 ,每 份 的 长 Az 一 世 , 把 每 小 段 近 似 地 看 成 是 均 质 的 ,并 以 右 端点 的 密度 作为 小 段 的 密 


度 . 这 样 , 便 得 到 杆 的 质量 M 的 近似 值 , 即 Ms > (6 十 0. 3 也 i) 党, 显然 ,n 愈 大 僵 近 似 . 
于 是 , 杆 的 质量 为 
M= lim 六 (6+0.3 四) 于 =lim n[60+ 1 et |= 75kg. 
【2517】 把 质量 为 m 的 物体 从 地 球 (其 半径 为 R) 表 面 抬升 到 高 度 为 h 的 地 方 ,需要 对 它 作 多 大 的 功 ? 
若 物体 远离 至 无 穷 远 处 , 则 功 等 于 多 少 ? 
解 由 牛顿 万 有 引力 定律 
f= AZ ， 
其 中 M 为 地 球 的 质量 ,r 为 物体 离开 地 球 中 心 的 距离 ,& 为 比例 常数 . 将 疡 分 成 等 份 , 在 每 份 上 把 引力 近 
似 地 看 作 是 不 变 的 ,在 第 i 份 上 取 
rn=A/| 之 (DT+TR| | 全 +R]， 
mM 
h,. h. “ 
和 Gi 一 D+R | [i+R | 


则 力 f:=k 
[ 


于 是 ,所 要 作 的 功 为 


im"M .A 1 
W =lim 2, (* [EatR] [+r] ” )- 2 > [RD 


1 ] -人 kmMh 


= limkmMn | ;RicR TA (RTDR’ 


其 中 g 为 重力 加 速度 ,k= 8 为 引力 常数 . 若 物体 远离 至 无 穷 远 处 , 则 功 为 


A_ 一 Jim 妈 一 [im 人 2 一 mgR. 
kK2518】 若 10N 的 力 能 使 弹簧 伸 长 lcm, 现 在 要 使 这 弹簧 伸 长 10cm, 问 需要 作 和 多少 功 ? 
提示 利用 胡 克 定律 
解 ” 由 胡 克 定律 知 ,弹性 恢复 力 下 与 伸 长 量 z 成 正比 , 即 =kx. 由 条 件 知 :k= 二 10， 因 而 ,F=10x. 


216 


现 将 10cmn 等 分 ,每 份 上 恢复 力 的 大 小 近似 地 看 作 是 不 变 的 ,并 取 右 端点 来 作 和 , 即 得 功 W 的 近似 值 为 


显然 ,您 大 愈 近似 . 于 是 ,所 要 求 的 功 为 
W=lim > 10; 地 一 lim500 2 


一 co nm n 


【2519】 直径 20cm, 长 80cm 的 圆柱 形 汽缸 充满 压强 为 100N/cm? 的 蒸汽 . 假定 蒸气 的 温度 保持 不 变 ， 
要 使 其 体积 减 小 一 半 , 需 要 作 多 少 功 ? 
解 ”由 玻 意 耳 一 马 略 特定 律 有 po 一 C, 其 中 p 表示 气体 的 压强 ,wv 表示 体积 ,C 为 常量 . 由 条 件 知 ,常量 
C 一 10。r。100。80 一 8000r(N。m). 


设 初始 时 气体 体积 为 w ,将 区 间 | 思 ,ww | 分 成 ”个 小 区 则 ,分 点 依次 为 


一 500(N。cm) 一 5(CN。m) 王 5J. 


其 中 g= / 问 一 站 . 由 于 气体 体积 从 她 g”! 减 小 至 六 9 需要 花费 功 的 近似 值 为 


2 


于 是 ,所 要 求 的 功 为 
W= lim > C( 全 9) (Fe 一 全 9 ) 一 limCn(2 一 D) 一 Cln2 7 一 8000xln2<:17420J， 
x*) 利用 541 题 的 结果 . 
【2520】 求 水 对 于 垂直 壁 上 的 压力 ,这 上 壁 的 形状 为 半圆 形 ,半径 为 a 且 其 直径 位 于 水 的 表面 上 . 
解 ”为 求 出 水 对 半圆 形 的 压力 ,只 要 计算 出 作用 于 四 分 之 一 圆 上 的 压力 ,然后 再 把 它 两 倍 起 来 . 现 将 四 
分 之 一 圆 等 分 成 个 圆心 角 为 40 的 小 扇形 (图 4.48). 作用 于 该 小 扇形 上 的 压力 的 近似 值 为 


2 
4 40 本 asinb ， 
其 中 0= 芝 ,0 一下. 于 是 ,作用 于 半圆 上 的 压力 为 
2 
P 2lim 2 (Fe 本 asin 37 站) 3 lm (sn 总 "六 ) 一 3 。 


*) 利用 2187 题 的 结果 . 


OO 
CN 
三 


[®] 
心 tn 
~ 


一 一 
be 


图 4. 48 图 4. 49 
【2521】 求 水 对 于 垂直 壁 上 的 压力 ,这 壁 的 形状 为 梯形 ,其 下 底 4 二 10m, 上 底 6 一 6m, 高 h 二 5m, 下 底 
沉没 于 水 面 下 的 距离 为 c 一 20m. 
解 ” 取 坐标 系 如 图 4. 49 所 示 . AB 所 满足 的 方程 为 


一 4 
2 一 百 工 6. 
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将 区 间 [15,20jn 等 分 ,每 份 长 Az 一 总 . 对 应 于 Az 的 小 条 上 所 受 的 压力 的 近似 值 为 


[二 (15+ 至 ) 一 6|(15+ 至 ) 计 . 
于 是 ,所 要 求 的 压力 为 
P= lim » [入 (15+ 至 ) 一 6](15+ 旦 ) 瑟 =708 于 CT 
x ) 仿照 2185 题 和 2518 题 的 作法 . 
写 出 微分 方程 并 解 下 列 问题 : 
【2522】 一 质点 运动 的 速度 按 规律 : 
z 一 mw 十 at 〈(mwm 一 常数 ,a 一 常数 ) 
变化 , 问 在 闭 间隔 [0, 丰 内 此 质点 经 过 怎样 的 路 程 ? 


解 ” 设 路 程 为 *, 则 由 导数 的 力学 意义 知 
ds 


如 二 "一 区 十 at 
即 dt 时 间 内 经 历 的 路 程 为 ds= (vo -at) di, 
于 是 ,所 经 过 的 路 程 为 :=| wtaDdi—wT+t 直 aT. 


【2523】 半径 为 R 而 密度 为 6 的 均 质 球体 以 角速度 w 绕 其 直径 旋转 . 求 此 球 的 动能 . 
解 已 知 半径 为 RR 质量 为 M 的 盘 绕 垂直 盘 心 的 轴 的 转动 惯量 为 卫 MR， 不 妨 设 球面 方程 为 
陪 十 交 十 幸 一 
则 考察 以 dz 为 厚度 的 垂直 于 x 轴 的 圆 盘 ,其 转动 惯量 为 
dJ, 一 言 (R* 一 22)8 (R' 一 2*)dz 一 六 6(R* 一 22)* dz 
从 而 ,球体 的 转动 惯量 为 
J.= 三 去 6(R’ 一)*dz 一 吉 n6R'. 


于 是 , 球 的 动能 为 -去 J 一 言 r3wR. 


注 原 题 误 为 球 壳 , 现 根据 答案 予以 改正 . 
【2524】 线 密度 py 为 常数 的 无 穷 直 线 以 怎样 的 力 吸引 距 此 直线 距离 为 a 质量 为 m 的 质点 ? 
解 ” 取 坐标 系 如 图 4. 50 所 示 , | AO| 二 a. 设 引力 在 坐标 轴 上 的 投影 为 F, 和 下 ,. 由 于 


dF,=k mpodr cosg 二 一 — kmpoa dz， 


a 十 并 (az 十 zx) 这 
于 是 ， F, = 一 2kma [~ rs 
一 一 2hmpa 本 7 证 二 二 2 
由 对 称 性 知 ,F, 二 0. 事实 上 ,我 们 有 
F,= 三 sedzr 一 Anpm 三 0. 


其 中 为 引力 常数 . 由 上 述 分 析 知 ,引力 指向 y 轴 的 负 向 . 

【2525】 计算 半径 为 a 且 面 密度 5。 为 常数 的 圆 形 薄板 以 怎样 的 力 吸引 质量 为 m 的 质点 PP, 此 质点 位 
于 通过 薄板 中 心 Q 且 垂直 于 薄板 平面 的 直线 上 ,距离 PQ 等 于 5b. 

解 ” 取 坐标 系 如 图 4. 51 所 示 . 显然 ,引力 指向 y 轴 的 正 向 . 对 于 以 z 为 半径 的 圆 环 , 其 质量 为 dm 一 
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22rzdz, 对 质点 PP 的 引力 为 


cos0 bx 
一 -~ oo dz. 
严 zdzx=2kmoon Be z 


dF, = 2km6ox 


于 是 ,所 要 求 的 引力 为 
a bx b 
F, 一 2kmx | i dz 一 2kmiox(1 sr) 
【2526】 根据 托 里 拆 利 定律 ,液体 通过 小 孔 从 容器 中 流出 的 速度 等 于 
v=c V2gh, 
式 中 g 为 重力 加 速度 ,h 为 液体 表面 在 小 和 孔 以 上 之 高 度 ,c 二 0. 6 为 实验 系数 . 
直径 为 D 二 1m 及 高 为 了 二 2m 的 直立 圆柱 形 大 桶 ,其 底部 有 一 个 直径 为 
4 一 lcm 的 圆 孔 , 问 此 桶 充满 液体 后 经 过 多 长 时 间 , 方 可 完全 排 空 ? 
解 ” 取 坐标 系 如 图 4. 52 所 示 . 对 于 dz 时间 ,从 圆 孔 流 出 的 液体 体积 
dV 一 0. 15r V2gxdt, 
而 桶 内 液体 体积 的 减少 量 为 dv 一 一 x(50):dz, 其 中 工 随时 间 + 的 增 大 而 减 小 . 
流出 的 量 应 等 于 桶 内 减少 的 量 ,于 是 ， 
—0.15x VW2gzdt 一 r(50)2dz. 


1 入 
本 


JITITITL 


了 上 人 2500 dz 
积分 ,得 | di [| 0.15 /3gr 
1 
即 一 一 33333 (Vz 一 V200), 
V2g 


其 中 g 王 980cm/s*. 当 xz 二 0 时 ,i 表示 水 流 完 所 需 的 时 间 . 因而 所 要 求 的 时 间 为 
_ 33333 V200 _ ~ 
G 0 10648(s) 汪 3(h)， 
【2527】 旋转 体 的 容器 应 当 具 有 什么 形状 ,才能 使 液体 从 容器 底部 流出 时 ,液体 表面 的 下 降 是 均匀 的 ? 
解 ” 取 坐标 系 如 图 4. 53 所 示 . 不妨 设 流出 孔 的 半径 为 单位 cm. 仿 上 题 分 析 ， 
得 
rzzdy 一 一 ruvdt 一 一 xc V2gydt, 
即 dy 一 一 c VE a 
其 中 < 为 实验 系数 ,g 为 重力 加 速度 . 


由 题 意 知 一 一 < V5 到 如 应 等 于 常数 , 即 


—c V2g 内 = 图 4. 53 


于 是 ?一 Cz， 其 中 C 为 常数 .所 以 ,容器 应 当 是 把 曲线 y= 二 Cx 绕 铝 直 轴 Oy 旋转 而 得 的 曲面 所 构成 的 . 
【2528】 镭 在 每 一 时 刻 的 衰变 速度 与 其 现存 的 量 成 正比 , 设 镭 的 量 在 初始 时 刻 :二 0 有 镭 Qu ,经 过 时 间 
TT 二 1600 年 它 的 量 减少 了 一 半 . 求 镭 的 衰变 规律 . 


解 设 Q 为 现存 的 量 , 按 题 设 有 8 一 AQ, 其 中 上 为 比例 系数 , 即 一 Ad， 


oo 00 
两 端 积分 上 你 = | td, 
__ ln2 
从 而 ， 4 一 一 1600. 
dQ ln2 fr 康 1- 击 
于 是 ， | Q | di， ln dG =In2 76 


所 以 , 镭 的 衰变 规律 为 ”Q=Q, 2 zn， 
【2529]* 在 一 种 把 物质 A 变 为 物质 B 的 二 阶 化 学 反应 中 ,反应 速度 与 此 二 物质 浓度 之 积 成 正比 , 若 
在 :一 0min 时 在 容器 中 有 20% 的 物质 B, 而 当 :一 15min 时 其 浓度 变 成 80%%. 问 在 :一 1lh 时 其 浓度 如 何 ? 


解 设 工 为 生成 物 B 的 浓度 , 按 题 设 有 党 hz(1 一 z)， 


dz 


其 中 为 比例 常数 , 即 TD 
两 端 积分 [i 
从 而 ， k 一 二 In16. 

于 是 ,| ， z= [ hd 一 二 In16, 即 :一 ln 和 

以 :==60 代入 上 式 ,得 z= 99% . 


所 以 ,经 过 二 1h 在 容器 中 所 含有 的 物质 B 之 浓度 为 99. 99%. 
【2530】 根据 胡 克 定律 , 杆 的 相对 伸 长 e 与 相应 横断 面 上 的 应 力 a 成 正比 , 即 


o£ 
式 中 下 为 杨 氏 模 量 . dh 
求 圆锥 形 杆 在 自重 作用 下 的 伸 长 量 , 此 锥 形 的 顶 向 下 而 底 固定 , 设 底 半 径 等 i 
于 R, 圆 锥 的 高 为 吾 , 密 度 为 5 
解 ” 取 坐标 系 如 图 4. 54 所 示 . 
设 = 一 六 和 dh 的 锥 体 伸 长 为 dz, 则 有 2 
图 4. 54 
ql_ FH 1 (有 一 局 
Ee 


即 dl 一 村 之 二 包 ogdh、 于 是 ,圆锥 形 杆 总 的 伸 长 量 为 


3 11. 定 积分 的 近似 计算 法 


1 矩形 公式 ” 若 函 数 > 一 >(z) 在 有 限 的 闭 区 间 fe, 妇 上 连续 且 充 分 多 次 可 微 ,并 且 A=““ 


，ZXi 王 a 十 


由 
过 G=olmoDvyx=yCc), 则 | yz)dz 一 后 十 由 十 十 和 十 R， 


_ 2 
式 中 RR, 一 外人 (和 (a<é<b). 


2” 梯 形 公式 ”在 相同 的 记号 下 ,有 
| ycpaz=A( 思 这 十 十 十- “十 yy 1 ) +R,, 


式 中 及 ,一 一 Bef) (a <b). 


3” 抛 物 线 公式 (辛普森 公式 ) 命 "一 24, 得 : 
b 
[ y(z)dzx 一 入 [Cy 二 ya)+4Cy 十 ys 十 十 yar-1) 十 2(yz 二 yy 十 … 十 yat-z)] 十 尺 。， 


220 


式 中 RR 一 一 i 4 六 Fo ct) (a &b). 


【2531】 利用 矩形 公式 (" 一 12) ,近似 地 计算 。 | ”zsinzdz 并 把 结果 同 精确 答案 进行 比较 . 


一 工 
解 = 6 
.x 
Xxo 二 0， yo 一 0; 六 一 本 ， yi 一 全 sin 人 一 0， 2618; 
: nT . Tn 
zz 一 襄 ， 3 一 了 sin -村 一 0， 9069; zs 一 了 六， MY 
_ 2 2x 2r_1 g138, _ 5x Sx 5x_ 
TT 7 一 了 了 sin 了 3 1. 8138; T=， 上 一 sin5 1.3090# 
6 一 T ye 一 Tsinr 一 0; zi =， yy7 me 8326; 
6 6 6 
dx 4r . 4x__ 3n _3r . 3x 
Za 一 3， 2 一 3 S 3 一 3.6276; Ty 2 ， Ys 2 sin 2 4.7124; 
5 5 5x 11 11 11 
Tw yin 4.5345; Xx- yu = sin ge ~——2.8798 
按 和 矩形 公式 ,得 


2x 
| rsinrdzas (ye 十 yi 十 ye 十 ys 十 y 十 ys 十 ye 十 yr 十 ys 十 yo 十 yio 十 yn) 守 一 6.1390. 


0 
2r 


2r 2x 
实际 上 ， | xsinrdz 一 一 xXcosr| 十 | coszrdzs 一 6. 2832. 
o 0 


0 


利用 梯形 公式 计算 下 列 积分 并 估计 它们 的 误差 : 
【2S32】 上 I 于 Z (n= 8). 


解 一 言 一 0. 125 
Xo=0, yo =1; 
° " 加 十 办 一 0.75， 
zs=1, ys—=0.5; 2 


x2 =0.25, yz 8; 

Ts 一 0.375， 3 一 0.72727; 

x4 =0.5, y, =0. 66667; 
一 0. 625， ys =0. 61538; 
一 0.75， ys =0.57143; 
一 0. 875， y1 一 0.53333 (十 


SD) y=4. 80297. 
按 梯 形 公式 ,得 


' _dz > Yo ys 
,了 ~h (> 十 >») 一 0. 125(0. 75 十 4. 80297) sz0. 69412， 
一 四 2 
误差 为 IR 1- | 这 六 | o<e<D. 
于 是 ， |R, | 专 < 一 0. 0027 一 2.7X10-3 
1 dr 1 
实际 上 ， 二 二 ln(l+x)| 一 ln2<*0.69315. 
o 工 十 之 0 


解 h 一 5 一 0. 08333 
0 一 凯 ， yy =1; 
ty 0 75 
1 2 ” 
X12 1， 2 一 了 一 0 5; 
一 工 一 0. 99942， 一 工 一 0. 99539; 
Ti 12， yi 。 Xz 6， yz 。 
1 _ 一 
六 一 于， ys =0. 98462; 4 一， 2 一 0.96429; 
一 -2 ,一 0. 93254; = =0. 88889; 
Ts 12， Xs » 日 Xs 2 » Ys 。 日 
一 二 一 0. 83438; 二 之 =0.77143; 
TX7 12° 7 . 了 Ts 3 ， ys 。 3 
_3 _ 5 一 
To ys =0.70330; Zoo 一 6， 2io 一 0. 63343; 
1l 
T1353; n=0,56489 (十 


1 11 
| (+ Dy ) =0.08333(0. 75+9. 27258)~0. 83518， 


ol 二 x py 


1 .128—6é 


误差 为 12X127 " (Tey 


IR, =| 


126 ~—6é 


利用 求 极 值 的 方法 ,估计 得 | 如 千 


在 [0,1] 上 不 超过 2. 于 是 ， 


2 
12X12? 
(z+ 1) 1 2>z 一 


arctan 


Ztit V3 


|R. |< 


1 dx 1 1n 
o | 6 


x*) 利用 1881 题 的 结果 . 


[2534] 上 A /1 一 本 sinzzdz (n=6). 
0 


解 Ah= 三 0. 2618， 


<0.00116 王 1.16X107-:. 


实际 上 ， 


yo ye 


一 0. 9330， 
xs 一 卫 ， ye —=0. 8660; 2 


y=0.9916; z= yz = 0.9682; 


ys =0.9354; zt 二 后 ， y4 =0,9014; 


5 一 2 ys 二 0.8756 (十 


> »=4.6722. 


i=] 


按 梯 形 公 式 ,得 
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(0&E<1). 


1 *) |1 1 
| | 二 可]n2 十 


开 
一 一 =:0.83565. 
3V3 


区 5 
A /一 工 sinzz deh( 半 志江 十 5) y:) =0.2618(0.9330+4. 6722)sz1. 4674. 
9 i=! 
3 


过 ) 


误差 为 1Ro | 一 ly |, 


式 中 ?一 A/ 1 一 十 sinfz， 0<6 各 .利用 只 入 yS1 及 了 9 一 1 一 二 sinfz, 依 次 求 导 可 得 1/|< 


3 
IR.| < Hy Ts 。 次 <2 59X10-3， 


利用 辛普森 公式 计算 下 列 积分 : 
[2535] | dz (n=4). 
解 h=2. 
xo=1, 3 一 1 2 一 3， y=V3=1.732; 
xz 一 5， ye 一 V5 一 2.236; zs 一 7， y=V7=2.646; 
x1 =9, y=3 
按 辛普森 公式 ,得 


9 
| az 各 [Cy 十 yy) 十 4(y1 十 y3) 十 2y2] 


= 地 [4 十 4(1.732 十 2.646) 十 2(2.236)] x 17. 323. 


9 9 
实际 上 ， | Vrdr = 地 = 52 、17. 333. 
1 


1 3 

【2S36 了 [ V3 二 costrdr (n=6). 
[a 

一 工 

解 玉 6 

0， yo 一 2; 


Xo 二 


I 二 地， 入 一 3 二 cos 人 一 V3. 866 =1. 966; 
区 开 
Ti 3z 一 3+cos -3 = V3.5=1.871; 
zs 了 y3 二 3 二 eos 了 一 VS 一 1.732; 
2 2r 
<Z4 ”3 了， 4 一 3 十 cos 本 = V2.5 一 1.581; 


5 一 下 ys 二 3+eos HE = VI TI4=1.461; 


Xe—=x, ys = V3 十 cosr 一 V2 一 1. 414. 


按 辛 普 森 公式 ,得 


如 .于 是 ， 


站 V3 十 cosz dz 玉 1[(2 士 1， 414) 十 4(1. 966 十 1.732 十 1. 461) 十 2(1.871 十 1.581)] 


Ax5.4025. 


【2537 了 + 上 dz (n=10). 


0 


一 工 
解 A 20: 
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20 


Zoo 一 0， yo 一 1 2 一 区 ， yi ! 一 个 sin 2 一 0. 99589;) 
一 工 一 10.jn 工 一 一 3 一 20.in 3 
2 一 10， yz 二 元 sin 16 一 0 98363; za 一 20， y3 了 si 20 0.96340 1 
一 王 n= ， -一 开 和 in = , 
I sin 避 0. 935493 Ts Ys 元 sin 了 7 0. 90032; 
= 3 一 3 3r 一 一 7 一 20.in Zr 一 
X10 % 一 村 sin 10 0.85839; 六 一 20， 六 一 元 sin 20 0.81033; 
_2x _5 ,2x _ 9 _20. 9x_ 
Tg 5 Ys 2nsin 5 0.75683; Ty 90° ys 97 gsin 50 0.69865; 
x 2 
io 二 二， yw 二 一 二 0. 63662. 
2 A 


至 Si 有 h 
|， drae [yt yo) ta y+ ys 二 ys 二 yr 十 yo) 十 2 y2 十 yi 十 ys 十 y8)] 


=56L( 1 十 0.63662) 十 4(0. 99589 十 0. 96340 十 0. 90032 十 0. 81033 十 0. 69865) 


十 2(0. 98363 十 0. 93549 十 0. 85839 十 0. 75683)] 


人 1. 37076. 
【2538] | 一 zdz (ne6) 
o ln(1 十 z) “ 
一 上 
解 /一 5 
= , 一 工 一 
xzo 一 0， 一 im 二 = 1; zl 6， 妇 二 1.0812 
-1 1 
72 3， 3 二 1.1587; 2 7， 办 一 1.2332; 
2 
TT y=1.3051; 三 一 襄 ， y=1.3748; 
Xxs=1， ye 二 1.4427. 


按 辛 普 森 公式 ,得 


1 zrdzr 


h 
0 mi ~ sty ty ) ty 十 ys 十 ys) 十 2(yz 十 ya)] 

1 
=i8[L (i+1. 4427) 十 4(1.0812 十 1]. 2332 十 1. 3748) 十 2(1. 1587 十 1. 3051)] 
1. 2293, 


【2539】 取 n==10, 计 算 卡 塔 兰 常数 .。 G= 上 Sanz dx 


解 1 一 下 
xzo 一 0， 一 1; zi1=0.1, yi =0.99669; 
xz =0.2, ys =0. 98698; zi =0.3, ys =0.97152; 
zi 一 0.4， yi =0,95127; zs =0.5, y; =0. 92730; 
zs =0.6, ys =0. 90070; Zz; 二 0.7， y7 =0.87247; 
zs =0.8, ys =0. 84343; xs =0.9, ys =0. 81424; 
zi =1, yo 一 0.78540. 

按 辛 普 森 公式 ,得 


h 
GL ty tty ty 二 ys 十 yr 十 ys) 十 2Cyz 十 4 十 ye 十 ys)] 
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1 
30 


0. 91597. 

【2540】 利用 公式 下 一 | 于 计算 数 r, 精 确 到 10 
解 ” 利 用 辛普森 公式 计算 其 误差 

FR, (7)= 


(1.78540 十 18. 32888 十 7. 36476) 


_ (ba) jo go 
gon f° (aéeb). 
现在 F(z) 一 工事 实 上 , 它 是 y 一 aretanz 的 导数 ,因而 ， 


(xz) 一 (arctanz)G) 。 


利用 第 二 章 1218 题 的 结果 得 知 


24 。 1 
4 (z) 一 一 一 一 sin(5arctan — ). 
1 ” (1+zx?:)z ( 并 ) 
在 区 间 [0,11] 上 , |f“(zx)| 志 24, 所 以 ， 
24 
| R, (x) | < Tgom: 
要 误差 小 于 0. 00001, 只 要 
24 1 


180m ~100000° 
即 只 要 取 n= 二 12, 就 有 | R, | 委 6.5X10. 
其 次 ,我们 还 取 加 进 近 似 于 函数 值 的 误差 ,设法 使 这 个 新 的 误差 小 于 3.5X 10“ ,这 样 , 就 能 保证 总 误 


差 小 于 10-*. 为 了 这 个 目的 ,只 要 计算 了 二- 的 值 到 六 位 小 数 精确 到 0.5X10 就 够 了 . 
现 取 n 二 12, 则 有 


Xo 二 0， 3 一 1 = 证， 嫉 二 0.993103; 
_1 1 

Ze 一 人， 3 一 0.972973; Ta 323 一 0.941176 
一 一 一 一 

TT ys =0.900000; X12? 一 0.852071; 
_1 _7 

Z6 一 了 ， ye = 0.800000; 2 一 17， y7 二 0.746114; 
2 = 3 一 

za 一 3， ya 一 0. 692308; Te 一 本， ys =0.640000; 
5 1l 

Zlo 一 6， ya 一 0.5901643; Z0 一 17， yi 一 0.543396; 

站 12 一 1 » y12 一 0. 500000. 

最 后 得 到 


1! _d 1 
所 = 和 Es 守 吉 [G6 +) +4Cy Ty 十 3 十 yy 二 十) 十 264 二 yi 十 Ye 十 Yr 十 yo)] 


一 0.785398， 
所 以 ， r sx0.785398X4 一 3. 14159， 
精确 到 0. 00001. 


[2541】 计算 [ e” dz, 精 确 到 0. 001. 
解 ”采用 辛普森 公式 计算 , 则 其 误差 为 


1 
R, (zx)= — Tgom2e (8& 二 24g 二 6) (0<é<1), 
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故 有 |R, (D1 < 7 2e* 38. 


要 |R, (zx)| 二 10- ' ,只 要 2 <10, 即 只 要 取 ”一 6. 
现 取 2 一 6, 则 有 
To 一 0， 3 一 | zi 一 辣 ， y1 =e =1.0282; 
zs 一 寺 ， yi =e =1.1175; zs 一 去 ， y3 =e7—1.2840 
区 一 子 ， =e$ =1.5596; 六 一 号， 和 一 蝇 一 2.0026; 
ze 一 1， ye =e=2.7183 
于 是 ， 


下 
| e” dz[C% + ys) +4y 十 ys 十 ys) 十 2Cyz 十 yy4)j] 半 1. 463. 
站 


【2542】 计算 | (e'—1)ln 二 dz, 精 确 到 10™, 
解 ” 对 于 函数 f(x) 二 e’ 在 0 委 z 委 1 上 采用 泰勒 展开 式 以 及 相应 的 拉 格 朗 日 余 项 公式 来 计算 误差 ， 
一 1+z 十 闸 十 奢 十 … 十 于 二 As， 


ff (Ox) n+l -一 er nl 
其 中 4 一 TD z po (0<0<1). 
atl 
于 是 ， |Anti I< 十 1)1* » 
从 而 ,原来 的 积分 数值 为 
1 1， 所 1Pf 1 
了 一 [ (e*—1)ln 去 dz 之 到 [ ztln 均 dz 十 Ral， 
其 中 |R,+1 | 一 [a InLd < "riln Ld 
nm 十 1 | 一 9 "+1n 代 TF D1 ,OT D 一 T。 


记 .=| zln 二 dz (zzD， 则 有 
[4 


n= 地 1 | In ld) lnint | + farm— 
一 ATj pm E41 z |, tkTFi | Ey 
如 果 取 2 一 5, 则 有 
ve. ll_ ee __Ee 3 1 i 
IR Soh -7 0 0 T1010 


记 I 三 J 十 Re , 则 有 


_l,_ Ar 1 J]_ < 1 
DD 


加 1 1 1 1 1 
alata sta a 十 有 5 十 一 于 十 本 8 十 高 站 十 50 十 三 


一 0.31787+ 一 0. 3179 十 A’， 
其 中 14 委 0.00004 一 4X10-5 ,上 且 A 一 0. 
注意 到 由 A+>0 即 可 推 知 R. 二 0. 于 是 ， 
IT 一 J 十 Re 一 0. 3179 十 (Re 十 A) 一 0.3179 十 (Re 一 14 人)=0.3179 十 A， 
且 有 7<*0.3179 ,而 此 时 其 相应 的 误差 已 有 
Re， 车 141 委 Re， 


IA|=|R;—|IAl|<1 ， <max(R ,14A 1)<1071. 
IR [< IA1， 车 IA|>R。 ' 
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注 本题 不 能 直接 利用 辛普森 公式 来 计算 所 给 的 定 积分 的 近似 值 , 因 为 被 积 函 数 (e” 一 1)In 二 的 四 阶 


导数 在 x 二 0 的 右 近 旁 是 无 界 的 ,从 而 不 能 估计 出 误差 . 所 以 ,上 面 我 们 用 泰勒 公式 来 作 近 似 计算 . 这 样 , 计 
算 以 及 估计 误差 都 较为 简单 . 当然 ,也 可 间接 地 利用 辛普森 公式 来 计算 所 给 定 积分 的 近似 值 ,这 时 需要 或 者 


改变 被 积 函 数 或 者 把 积分 区 域 分 成 两 个 . 例如 ,我们 可 以 改变 被 积 函 数 如 下 : 令 
I= | (er — DIn 土 dz 一 一 | (e:—1)Inrdz, 


设 f(x) 二 Ce’ 一 1)lnz, 若 补充 定义 f(0)= lim f(x)=0, 
则 f(x) 是 0 芝 z 委 1 上 的 连续 函数 . 由 于 
f(D =elnzt (0<zx<1), 
故 | f ‘ndr= | jeder < 一 :dz+ | lnzdz. 
注意 到 
[ f'(xr)dr=f(1)—f(0)=0, | lnxdzr= (zlnzx— xz) | 一 1 ， 
得 I= [ 1g-1. 
0 ry 


于 是 ,我 们 把 求 | (ee 一 Dln 二 dz 的 近似 值 问题 ,归结 为 求 | 所 二 :dz 的 近似 值 间 题 . 令 gCz) 


补充 定义 
£8(0)= lim g(x)=1,， 
z+0 


则 g(z) 是 0 委 z 委 1 上 的 连续 函数 . 由 求 高 阶 导数 的 莱 布 尼 世 法 则 , 易 得 
eP,z)—(—1)"n! 


8" (T= (0<<z 委 1)， 
其 中 P,(z) 一 >》 CIDhIz (n=1,2,.). 
、 ， 。 __l vy、 
下 面 证 明 g“”(0) 存 在 并 且 g z+41 (2 一 1,2,…) .首先 ,由 洛 必 达 法 则 ,我 们 有 
Him g™ (7) = lim es -Pp, "1" nl_ lim er[P.(z) 十 PCz)] im ex” 
+0 z z+0 (nt 1)z" nt Dr 


于 是 ,根据 中 值 定理 ,得 


1 


—g(0 ， 7 
&CZ) 一 EC0) - lim g' (d= (0<ecz). 
E+0 


, , 
0)=1 
5 (OT lm, 0 


2 


今 假定 gm (0) 存 在 且 go (0) = 二 于 是 ， 


1 


g"+D (0) = lim gg” (x) —g™ (0) 
n 二 2 


z+0 zx—0 


= limg 
z+0 


根据 数学 归纳 法 , 知 gm (0) 存 在 且 gm (0) 一 一 一 二 1 (Ca 一 1,2,，…). 


由 此 又 知 gm (z) 是 0 过 z 委 1 上 的 连续 孙 数 (n 二 1,2,…). 令 h(xr)= 二 er?P,(7x) 一 (一 1)”mn1, 由 于 


h’' (x)=e[P,(zx)+P(r)]=er">0 (0<z< 妇 1)， 
故 h(xz) 在 [0,1] 上 是 递增 的 ,从 而 ， 
h(x)>h(0)=0 (0<z 委 1). 


因此 , 当 0<z 委 1 时 ,g”(z) 六 0 (一 1 2 ), 故 gz) 是 0 委 z 和 1 上 的 严格 增 画 数 (z 一 1,2，… 


地 ,8 (z) 当 然 是 0 委 z 委 1 上 的 严格 增 函 数 . 于 是 , 当 0 委 z< 委 1 时 ,人 恒 有 


(0<7<z). 


). 特别 
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二 8 (0)g™ (z)<gG (1). 
由 于 当 0<z<1 时 ， 
e(z4 一 4z3 十 12z2 一 24z 十 24) 一 24 


(4) 一 _ 
g(x) 二 


故 g9 (1) 一 9e 一 24<0. 5. 因此, 当 0 委 z 委 1 时 ， 
0.2<g 0 (zx) 委 0. 5. 


代入 辛普森 公式 的 误差 表达 式 ,得 
gCO(& ) 1 
[R(x)| | Ton E3607 +» FR,.(zx)<0. 
取 n=4, 有 IR (2) | < aad -<1.1X10-. 
计算 得 


g(0)==1, g (十)=1.13610, g( 专 ) 一 1.29744, g( 字 )=1.48933,g(1) 一 1.71828. 
于 是 ,代入 后 最 终 得 
! 1 3 _ 
1 一 g(x)dz-1~ 证 (gC0)+g(1D+2e( 坪 )+4[ gC 二 )+g( 守 ) ]) 一 1 一 1.3179 一 1 一 0. 3179， 
0 


其 误差 的 绝对 值 显然 小 于 0. 0001= 10-， 
也 可 不 改变 被 积 函 数 ,而 把 积分 区 间 分 成 两 个 , 步 又 如 下 ，; 


令 wu (0<zx<1), 则 二 一 1 二 zx (zx>>0).。 于 是 , 当 0 过 x 过 1 时 ,有 


(e’ 一 1])<= 


ote—Dini=(e— Dndt+wee— Du el 
工 格 一 


前 面 已 证 函数 g(z) 一 全 二 一 1_]), 故 当 0<r<l 


时 ,有 


从 而 ， 
of (er -Dnlar< la dz 一 0.2X10-4. 
站 


求 出 函数 (e 一 Din 区 四 队 时 的 过 趟 后 外 在 轩 区 10，<z<1 上 是 连续 的 ,从 而 是 有 界 的 ， 
并 且 不 难 估计 出 其 绝对 值 的 上 界 . 因此 ,可 利用 辛普森 公式 计算 积分 

| ce-Dm 二 dz 
的 近似 值 , 使 误差 的 绝对 值 小 于 0.8X10…. 显然, 若 以 此 作为 积分 | (e- 一 Dln 二 dz 的 近似 值 , 则 其 误 关 
的 绝对 值 小 于 10'. 由 于 计算 较 繁 ,从 赂 . 


[2543】 近似 地 计算 概率 积分 全 ee dz， 
解 “ 作 变换 x 一 了 三 ;, 则 积分 | edz= 上 ed 


由 于 题 中 对 精确 度 未 提出 明确 要 求 , 故 = 可 任 取 . 例 如, 取 "一 24 一 18， At 一 让, 则 有 
to 一 0， yo 一 1; 一 站， 4y1 =4.46894; 


4 一 言 ， 2y 一 2.49201; 一 于， 4y3=5.53415; 
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2 _5 一 
Tg? 2y4 二 3, 04696; 与 一 18， 4y 一 6.61414 
= 2ys 一 3. 50460; 六 一 二 4y; =7.14411s 
6 3 多 Ye . $ 7 18， 
4 一 一 
如 一 了 本， 2 办 一 3.41685; bh 4ys =5.88607; 
5 ll 一 
ti 二 一 ， 2yw =2. 12232; 四 一 去 4yn 一 2.23855; 
9 18 
2 _13 一 
ta, 2yaz 一 0. 32968; ts =]jg’ 4y13 =0.06009; 
7 5 一 
tio? 2y 一 0. 00010; 155 一 6， 43715 一 0; 
8 17 
as 一 9， 2316 一 0; tig’ 4317 =0; 
一 1 一 (二 1 YY? 
tis==1,， Ys = lime 1 (i 三 ) 0. 


按 辛 普 森 公式 ,得 
[he ny 


一 下 (1 十 4. 46894 十 2. 49201 十 5.53415 十 3. 04696 十 6. 61414 十 3. 50460 十 7. 14411 十 


3.41685 十 5. 88607 十 2, 12232 十 2. 23855 十 0. 32968 十 0. 06009 十 0. 00010) 


_47.85857 
54 


【2544】 近似 地 求 出 半 轴 为 a 二 10 及 5b=6 的 椭圆 的 周 长 ， 
解 ” 设 椭圆 的 参数 方程 为 


0, 88627. 


Z 一 10cost， y= 6sint. 


于 是 有 ds= Vi TFy d=10A /1 一 药 sinzzdt， 


从 而 得 椭 贺 的 周 长 为 := ds=40 [1sintedr. 
现 取 n= 二 2k 二 6 近似 计算 积分 
他 / 1— 25sintt dt. 


注意 到 sin? 再 =2， sin? 5 一 2 十 v3 ， A 二 三 , 即 有 


x 加 16. 1 加 

二 一 机， 4y1 一 4A/1 一 天 "了 (2 一 V3) 一 3.913; 
元 16 1 

名 一 全 ， 2y 一 21 一 短 " 卫 一 1.833; 


一带， 4ys 一 4/1 一 息 * 广 (2-+V3) 二 2. 539; 
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按 辛 普 森 公式 ,得 


[A / 1 一 部 sin?idt ~ [Cy 十 Ye) 十 4Cyi 十 3 十 ys) 十 2Cyz 十 y4)] 
0 


一 匠 C1 十 0.6 十 3. 913 十 3. 293 十 2. 539 十 1. 833 十 1. 442) 
21. 276， 
所 以 ,椭圆 周 长 的 近似 值 为 5 一 40 人、 一 莫 sin di<<40X1.276 一 51. 04. 
【2545】 到 Az 一 于 , 描 点 作出 函数 >= | sd (0<z<2m) 的 图 像 
解 取 n 二 2k 一 6 计算 函数 y= [ Stdi 的 值 ， 先 计算 y 一 | Smegqz. 由 于 A= 吾 , 且 
， 2 加 一 1.960; 


加 一 0， y=1; 一 天， 4yi =3. 980; 已 一 


一 让， 4 一 3.820; 4 一 等 ， 2 和 一 1.841; 丰 一 ? 4y 一 3.511; 


上 Stdrw 本 (1 十 0. 827 十 3. 980 十 3. 820 十 3. 511 十 1. 960 十 1. 841)=*0. 99. 


2x . 
再 计算 ?一 上 stdr. 由 于 A 一 村, 且 


0 


加 一 0， 加 一 1 一 写 ， 4y1=3.919; 4 一 符 ， 2ys =1.841; 
9 4 工 5x 

bg, 4y; 一 3. 308; 4 一 9， 2 一 1.411; Bg? 4ys =2.257; 
2 

4 一 罕 ， ye =0.413. 


所 以 ， 


2 


人 2 dt: 蕊 (1 十 0， 413 十 3. 919 十 3. 308 十 2. 257 十 1. 841 十 1. 411)~1. 65. 
0 


选取 适当 的 n, 类 似 地 可 求 得 
2 4 sf . gn 
| Sint (av1. 85, 上 sint ga1. 72, 上 sint ,a1. 52， | Sint Gras1. 42. 
oi 0 i 0 i 0 t 


列表 作 图 如 下 (图 4. 55): 


图 4.55 
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[General | nfornati on] 


二 .1. 


二 


之 30 
S91 导 3245880 
DI = 


之 012. 09 


于 


10| 
11l 


